Google 



This is a digital copy of a book thaï was prcscrvod for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's bocks discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do nol send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countiies. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages apparienani au domaine public et de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp: //book s .google . coïrïl 



BIBLIOGRAPHIC RECORD TARGET 

Graduate Library 
University of Michigan 

Préservation Office 

Storage Number: 



ACQ8996 

ULFMTBRTaBLmT/C DT 07/18/88 R/DT 07/18/88 CC STATmmE/Ll 
010: : |a 03021592 
035/1: : | a (RLIN)MIUG86-B29816 
035/2: : |a (CaOTULAS)160538151 
040: : IcMnU ] d NjR IdMiU 
050/1:0: laQA343 lb.T16 
100:1 : I a Taimery, Jules, ] d 1848-1910. 

245:00: 1 a Éléments de la ttiéorie des fonctions elliptiques. ] c Par Jules 
Tannery [et] Jules Moli. 

260: : | a Paris, | b Gauthier-Villars, le 1893-1902. 
300/1: : | a 4 V. jbdiagrs. ]c26cm. 

500/1: : | a "Lettre de Ch. Hermite à M. Jules Tannery": v. 4, p. 282-303. 
505/2:0 : | a 1 1. Introduction. Calcul différentiel {1. ptie). 1893.~L II. 
Calcul différentiel (2. ptie). 1896.~t. 111. Calcul intégral (1. ptie): 
Théorèmes généraux. Inversion. 1898."t. IV. Calcul intégral {2. ptie): 
Applications. 1902. 
650/1:0: | a Functions, EUiptic 

700/1:1: ] a Molk, Jules, | d 1857-1914. ( e joint author. 
700/2:1: | a Hermite, Charles, [d 1822-1901. 
998: : le HLM 1 s 9124 



Scanned by Imagenes Digitales 
Nogales, AZ 

On behalt ot 

Préservation Division 

The University of Michigan Libraries 



Date worlc Began; 
Caméra Operator: 



y Google 



y Google 



y Google 



ÉLÉMENTS 



E LA Tllr.OlilE DES 



FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



y Google 



y Google 



ÉLÉMENTS 

DK LA THÉORIE DES 

FONCTIONS ELLIPÏIÛIJES 



JnLES TANHERY, j Jni.ES MOLK, 



TOME IV. 

CALCDL INTÉGRAI (II- Piiiiii). 
Al'PLJCATiO.NS. 




PARIS, 
CIIITHIER-VILLAHS, IMl>RlMEUR-I.IBRAlIiE 

l'kcole poi.vTiîcii\"iouii, nii hurioal- i>es lo«oituui:s, 
Quai dea Granda-^ugusUns, 55. 

1902 



y Google 



y Google 



TABLE DES MATIERES 

DU TOME IV. 
CALCUL INTÉGRAL 

(n- TAUTIK). 

INVERSION 



CIIAPITRIÎ IX. 

Évaluation des intégrales de la forme / , ^-^- . ■ ■=: 

prises le long d'un chemin quelconc[iae, dans le cas où A, fl, C, f), 1 
sont réels, 

590-593. Kval nation des intégrales de la forme i ■ ' ■ - - 

J -y'i{y-e,){y-e,)l,y-e,) 
prises le long d'un chemin quelconque, dans le cas où e„ e„ e, 

594-596. Évaluation des intégrales de la même forme, prises le long d'un 
chemin quelconque, dans le cas où e^ est un nombre réel et où 
e,, e, sont des nombres imaginaires conjugués 

597-599. SiibstitutroDs linéaires permettant de transformer 
rf! dy 

eOO-603. Cas où A est nul : 

603-606. Cas oli A n'est pas nul : 

607-009. Réduction à la forme de Legendre : 

610-615. Substitution quadratique : 

CHAPITIÎE X. 
Intégrales elliptiques. 

616-618. Évaluation des intégrales elliptiques , 

619-620. Réduction de legendre 



y Google 



CHAPITRE \1. 
Substitutions toirationnelles de Weierstrass. - 
différentielle ( 

G31-637 



.(D--.'= 



Intégration de l'éq.uation 



CllAPlTIÎi; Xil. 
Équations aux dérivées partielles. 

8-GiG 

TABLEAU DES FORMULES DU CALCUL INTltGliAL.. 



PREMIÈRES APPLICATIONS DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

CilAPlT[ilî I. 
Premières applications à la Géométrie et à la Mécanique, 

047-648. Longueiu- d'un are d'ellîpsc .(i: 

649, Longueur d'un arc de leraniscate ifiij 

650-651. Aire de l'ellipsoïde 1711 

652-653. Pendule simple -/.< 

654-668. Pendule sphérique 176 

669-575, Mouvement d'un corps solide autour d'un point fise dans le cas 

où il n'y a p»s de force extérieure i()î 

CHAriTRL: II. 
Premières applications à l'Algèbre et a l'Arithmétique. 

676-686. Division des périodes par un nombre cnlier i!u5 

687-692. Équations modulaires :!i7 

693. Problème de la transformation 12^ 

694-702. Division des périodes par 3. Équation modulaire correspondante. 226 

703-711. Division des périodes par 5. Équation modulaire correspondante. 233 

712-714. Division d'une boucle de lemniscate en 3, 4 on 5 parties égales.. «15 

715-718. Division de l'argument îAs 

719-127, Multiplication complexe sS.', 



y Google 



TAltLH DES MATIÈRES. VU 

Noie 1. Sur la fonction de k définie par l'égalité t = i ^^ et sur un 

théorème de M. Picard 364 

Note 2. Sur les suites arithmético- géométriques de Gausa 269 

Note 3. Sur les covarianta H et T d'ane forme biquadratique 374 

Noie 4. Sur une transformation du second ordre qui relie les deus cas 

où les invariants sont réels 376 

Note 5. Sur le sens de la variation des fonctions & pour des valeurs réelles 

Lettre de Ch, Hermite à M. Jules Tarmery. 

Introduction à cette Leltre 382 

Lettre de Charles Hermilc 29/, 



qui vont rfit point .. 
Fanctionen. 
sur la formule q, q, q, = 
I .843, p. 640, 693, 92,, u 

j vivs de Cauchy, 1" s., t. 
( p. SG^et 2" s., t. VII, p. 3 



\a. 



[a, a] 



104 Note (') Werke, t. III, p. i 

Ajouter .- M. Dedekind a donné une autre solution de cette question c 
{Journal de Crette, t. 83, p. aË5 : Ueber die elUptiscIien Modulfunctior, 
suivant d'ailleurs une marche toute différente. M. H. Webcr a modifié I 
tion de M, Dedekind (Acta matheinatica, t. VI). 



y Google 






195 Note ( ' ) JerniÈ. 






4.', de 


rnicro ( . 


: foi.) 


, le produit est étendu a ces 


j l'accent n veut dire: 








! inimes combinaisons 


46 


II (-î foi' 

i4 


'' 


S 


l'accent <') indique que 


52 






(Cl[) 


( en, 1 


55 

62 5 1 

T 

7-'l 


:l 4 en re 
devnièic 

(i 

3 


mont. 


(XCVII) 
lardaionfCIIJ 

( ex,. J 


(C,) 
•Oier: (XCVI) 

j la troisième relation (CII^ 
( dn^«=i-Z'(o)4-Z'(«) 






B=V'XItp"-p("'i+'',,,.)iII^"~*'*"'"^"Mi] II II**'""^"m^II'p""^"*' 



i-iQ dornicrK ) -ni .de ces développements qui se 

,=* ces seiie développements ,, . . , ,. ^ 

iJo 1 1 ( réduisent à dis 

i3[ 6 et 7 en remont, des seize formules (CVII;-o} des dix formules (CVII._,) 

.as 5 en remontant (i-)"' (- 1)'" 

,4. ,, - ^ 

i^io iJ pour k K. vA" li pour ) ,— ,_ 



y Google 



/ 





R' 




H', 




""'" 


.éroier . 


■ (CXVJIIj) 




SH") 




S=(o|^) 




■-=L I 




= ihi 




(C\IX,) 




(CXIX,) 




.. ^',-;^e- s/fr 




= ±,-^^-^3^/^ 


lonlant 


_!L!" 








r 




X 


î>>(t')lûS 


,(; + ,y,_3M 1 


W~ 


~"y ».(...«„(=>, 



.-(,+,/»■)■ (.+>/Fr 



(cxx,ii., ,. „ ■Mi'jigu^.v. ^i ^ ,— Tj^irt" i; "■'■■s-'"' 



(i + VF)' ■ (i-i-V?)'. 



Le lecteur gui voudra se borner à un aperçu de la Théorie des fonctions 
elliptiques et acquérir seulement les notions les plus indispensables auw Appli- 
cations des fondions elliptiques à la Mécanique, pourra sa dispenser de lire 
les Chapitres XI et XII {numéros 631 à 646). 



y Google 



y Google 



ÉLÉMENTS 
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INVERSION 
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CHAPITRE IX. 

ÉVALUATION DES CJTÉGRALES DE LA FORME 

f ^ ■'^ 

J v'Aa»-h4Bï^-i-<iG3=+4D3-,-E 

PRISES LE LONG D'UN CHBMIN QUELCONQUE, DANS LE CAS 

OÙ A, lî, C, D, E SONT RÉIÎLS. 



I. — Évaluation des intégrales de la forme 
f ^- 

prises le long d'un chemin quelconque, dans le cas où «i, e^,, es 
sont réels. 

S90. Reprenons l'étude, le long d'un chemin déterminé du 
plan des y, de l'intégrale / - ^ t où Y^ ^y'^ — g^y — ^j,dans 

le cas où gif gs sont réels. Rappelons que, dans ce cas, Ja fonc- 
lion p{u', gi, (C'a) dont les coefficienis sont réels, prend, en même 
temps que ii, des valeurs réelles on imaginaires conjuguées. 

■r. et M. - IV. 1 
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2 CALCUL ISIÉGRAL. 

Considérons d'abovd le cas où les racines e, , ej, 63 sont réelles. 
Nous supposerons e, > «2 > 63 et les nombres <•>,, -^ réels et 
positifs ( ' ). DaQS le plao desjK, le long de l'axe des quantités réelles 
pratiquons une coupure de e, à e-^, de ej à gj, de «3 à ^ 00 et dé- 
signons par \/Y la fonction de y, holomorphe dans le plan coupé, 
qui prend des valeurs positives pour de grandes valeurs positives 
de ^- Les signes de la partie réelle el du coefficient de i, dans 
cette fonction \/Y, s'obtiennent très aisément sur les bords supé- 
rieur ou inférieur des diverses parties de la coupure, et même 
dans tout le plan des^, si l'on observe qu'ils ne peuvent changer 
que lorsque la quantité sous le radical est réelle, c'est-à-dire 
lorsque le point y traverse soit l'axe des quantités réelles, soit 
l'hyperbole (H) dont l'équation serait lan*^ 4*'^ ^ §2 =^ o dans 
un système de coordonnées u, v, dont les ases coïncideraient avec 
l'axe des quantités réelles el l'axe des quantités purement imagi- 
naires du plan des j'. Comme il est commode d'avoir ces signes 
dans les applications, on les a indiqués dans la figure (A) du Ta- 
bleau de formules (CXXX); le premier signe se rapporte à la 
partie réelle, le second à la partie imaginaire; l'une de ces quan- 
tités est nulle sur les lignes de séparation, ce que l'on a indiqué 
en remplaçant par o l'un des signes ±z. Relativement aux cou- 
pures, nous conviendrons de regarder le bord supérieur comme 
appartenant à la moitié supérieure du plan des y, le bord infé- 
rieiir comme appartenant à la moitié inférieure. Ceci posé, on a 
le théorème suivant : 

Jl existe une fonction de y, que nous désignerons par arg py, 
ayant les propriétés que voici : elle est holomorpbe dans tout !e 
plan coupé; pour tout point de ce plan on a p {^^g py) ^ y '■, 
quand _y n'est pas sur une coupure on peut mettre argjD^ sous la 
forme fwi -H ('wj, t et l' étant des nombres réels, satisfaisant aux 
conditions o<f<; i, — i-<t'<;T; suivant ({uey est sur la cou- 
pure qui va de e, à e-2, de e^ à 63, de e^ à — 00, on peut mettre 

( 1 ) ObseivoQg en passaiii que l'on 3 a,^ -^ suivant que l'on a e, J 0, ainsi qu'il 
résulte des expressions de K, K' (ou s, \.') au moyen de k^ (ou -*) ei de ce que 
l'on a, sniïant lesdenx cas, A:' <| et, par suite, k- < k''. On voit aussi que quand 
A' décroît de i à 0, le rapport -^ croit de à rinTmi. 
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ÉÏALUATCON DlîS INTÉGRALES LE LONR d'uN CHElim QUELCONQII]' . 3 

argpj'sous la forme to, if: Wjii, w, i, zp tjj, z^zM^t,, où (, est 
réel et compris entre o et i, et où il faut prendre le signe supé- 
rieur ou inférieur suivant que l'on est sur le bord supérieur ou 
inférieur de la coupure. Ces conditions permellent, pour chaque 
valeur de y, de calculer sans ambiguïté la valeur correspondante 
de argpy en se reportant au Tableau (CXXIX,.»); (' est d'ail- 
I eurs négatif ou positif suivant que le point y appartient à la 
moitié supérieure ou inférieure du plan; t' est nul quand y est 
réel, compris entre e, et -H ce. 

Si l'on admet pour un instant l'existence de cette fonction ho- 
lomorphe, inverse de la fonction p, on déduit immédiatement de 
l'identité p(argp^-) =y que la dérivée, prise par rapport k y, 
de la fonction argp^ est égale, au signe près, à — — ; elle lui est 
précisément égale, en adoptant le sens prescrit pour le dénomi- 
nateur, puisqu'elle est négative pour de grandes valeurs positives 
de y. On voit donc que l'étude de l'intégrale envisagée se ramène 
à celle de la fonction a.rgpy. 

S91. L'existence de la fonction urgpy résulte aisément de la 
représentation conforme d'un demi-reclangte des périodes de iu 
fonction pu, au mo;yen de la relation y :^ pu ['). Nous choisi- 
rons, pour le rectangle des périodes de la fonction p ii, !e rectangle 
dont les sommets sont w, — Wj, w, + wj, — w, -t- ^3, — Wi — coj, 
qui est symétrique par rapport aux axes des quantités réelles et 
purement imaginaires. L'équation (en u) y ^=pu admet deux ra- 
cines situées dans ce rectangle, figurées par deux points symé- 
tri ques par rapport au point o ; elle admet par conséquent une ra- 
cine dans lereclangle (R) dont les sommets sont w, — w^, Wi + Wj, 
(i>3, — 0)3; cette racine est unique si elle est figurée par un point 
intérieur à (lî); mais si la racine u est nn point du périmètre 
de (R), le point u' sjmélrique de u par rapport à l'ase des quan- 
tités réelles sera encore une racine de l'équation jv'=:j}«, puisque 
l'on aura alors, suivant le côté où se trouve le point u, l'une des 
trois égalités « -!- «'^ o, ii — ii'^ ±: awj, ii -H «'^ au, et, dans 
tous les cas, pi^ =z pu=^y', « et u' étant imaginaires conjugués 

(') Voir Hcaw'Ann, Formules, etc., art, 51, h1. 
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4 CALCUL IKTÈGRAL. 

ainsi que les quantités égales pu, pu', y esl forcément réel. On 
prévoit ainsi que l'image sur le plan cles^ du rectangle (R) du 
plan des fi remplira tout le plan des j^ et que l'image du périmètre 
de (R) se fera deux fois quelque part sur l'axe des quantités réelles. 
Dans le plan des u, l'axe des quantités réelles partage le rec- 
tangle (R) en deux rectangles (Ri), (Ra), symétriques par rapport 
à cet axe et dont les images seront, dans le plan des _/, aussi sy- 
métriques par rapport à l'axe des quantités réelles. Nous désigne- 
rons par (R|) le rectangle situé dans la région supérieure du plan 
des u : ses sommets sont les points o, w,, ùii -r W3, Wj, Suivant 
que Éï est positif, nul, on négatif, la base de ce rectangle sera plus 
longue, de même longueur ou plus courte que sa hauteur. L'image 
de ses côtés, pris dans l'ordre adopté pour les sommets, de façon 
que son périmètre soit parcouru dans le sens direct, se fait évi- 
demment sur les segments +co... e,, e, ... Ca, e^ ... ej, 6^-.- — 00 
de l'axe des quantités réelles du plan des y. Au rectangle (R,) 
substituons une figure (S)), qui en diffère infiniment peu, obtenue 
en décrivant de chacun des sommets de (R)) comme centre, avec 
un rayon infiniment petit, un quart de cercle situé dans l'intérieur 
du rectangle et en supprimant de (Ri) les petites parties limitées 
par ces quarts de cercle; la figure (S,) a huit côtés, quatre recti- 
lignes et quatre circulaires. La fonction p' u ne s'annule et ne de- 
vient infinie ni sur le contour de (S,) ni à l'intérieur; le principe 
de la conservation des angles s'applique donc sans restriction à la 
i-eprésentation conforme de (S,) par la formule y^ pu. Suppo- 
sons que le point u parte du sommet de (S,) situé sur l'axe des 
quantités réelles, dans le voisinage de o, puis décrive les huit côtés 
du contour de (S|) dans le sens direct ; suivons le mouvement cor- 
respondant du point y^pu. Il partira d'un point infiniment 
éloigné, vers -|- ce, de l'axe des quantités réelles et se mouvra sur 
cet axe en se rapprochant du point e, sans y parvenir, décrira ap- 
proximativement, autour de e, comme centre, un demi-cercle in- 
finiment petit, situé dans la région inférieure du plan, se mouvra 
sur l'axe des quantités réelles en se rapprochant de ^2 sans l'at- 
teindre, décrira approximativement, autour de e^ comme centre, 
un demi-cercle infiniment petit silué dans la région inférieure du 
plan, se mouvra sur l'axe des quantités réelles en se rapprochant 
de Gg sans l'atteindre, décrira encore approximativement, autour 
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de €3 comme centre, un demi-cercle infiniment petit situé dans la 
région inférieure du plan, recommencera à se mouvoir sur l'axe 
des quantités réelles jusque vers — qo, et décrira enfin approxima- 
tivement, dans la région inférieure du plan, un demi-cercle de 
rayon infiniment grand, de centre o, qui ira rejoindre le point de 
départ vers -(-oo. Dans l'image, les mouvements rectilignes cor- 
respondent aux côtés rectilignes de la figure (S,) et n'ont pas be- 
soin d'être expliqués davantage; les mouvements circulaires ap- 
proximatifs correspondent à ta description des côtés circulaires 
de (S)); qu'ils soient tels que nous l'avons dit, c'est ce qui ré- 
sulte, pour les trois premiers, de ce que le développement sui- 
vant les puissances de u de la fonction paire p[wa-^u) — Ga 
commence par un terme en u^, pour le demi-cercle infiniment 
grand, de ce que le développement de pu commence par «~'^, 

Dans le mouvement, le contour de l'aire infiniment grande qui 
représente (S|) est décrit dans le sens direct comme le contour 
de (Ri). Il en résulte que si l'on considère un point jr» situé à 
l'intérieur de l'aire qui forme l'image de (S)), le vecteur qui va 
de ce point y„ au point mobile y qui décrit le contour de cette 
image, tourne de 211 quand le point u décrit le contour de (Ri) ; 
on en conclut, en raisonnant comme au n" 808, que l'équation 
(en u)yo = pu admet une racine et une seule figurée par un point 
intérieur à (R|), ce qui est conforme à ce que l'on a dit au début. 
On voit donc que l'image de (Ri) se fait sur la moilié inférieure 
du plan des y, le périmètre de (R,) a son image sur l'axe des 
quantités réelles : ce périmètre fait partie de la figure (Ri); nous 
conviendrons de regarder les images des côtés qui vont de eu, à 
W) + w,, de (1), -t- (1J3 à (Oa, de wj à o, comme se faisant sur les 
bords inférieurs des portions de coupure qui vont de e, àej, deea 
à e,, de e^ à — t»; quant au côté qui va de o à iii,, son image est 
sur la portion non coupée de l'ase des quantités réelles. La fonc- 
tion argpjr est alors définie sans ambiguïté pour tous les points jk 
de la moitié inférieure du plan des y, j compris les bords infé- 
rieurs des coupures : sa valeur est cette racine unique, définie 
plus haut, de l'équation y ^ pu, racine figurée par un point du 
Tectangle (Ri) ou de son périmètre. 

L'image du rectangle (R^) se fait symétriquement sur la partie 
supérieure du plan des y et permet de compléter la définition de 
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la fonction argpj'. Les images des côtés qui vont de (o, à to, — Wj, 
de (o,- — 11)3 k — (^3s, de —(1)5 à o, se font sur les bords supé- 
rieurs des portions de coupure qui vont de e, à «2, de e^ à e^, decj 
à — 00, en sorte que les bords supérieur et inférieur d'une cou- 
pure sont les images de deux points différents. On a précisément 
introduit les coupures pour que les points du plan des u situés à 
l'intérieur ou sur le périmètre du rectangle des périodes (R) et 
les points du plan, des y se correspondissent d'une façon iiiii- 
voque. 

S92. Les propriétés énoncées de la fonction arg p^' sont main- 
tenant évidentes ; elle est liolomorphe dans le plan coupé en vertu 
de la théorie des fonctions implicites (note i, n" 357). Quelques 
autres propriétés de la même fonction se déduisent immédiate- 
ment des remarques suivantes. 

Les parallèles aus côtés du rectangle (R)ont pour images, dans 
le plan desjK) des arcs de courbes algébriques, comme il résulte 
de la formule d'addition de la fonction pu. Considérons en parti- 
culier, dans, le plan des u, le segment de droite qui va de w, + } «a 
à 5W3; il partage le rectangle (R,) en deux rectangles (''i), (/'a) 
"dont le second repose sur l'axe des quantités réelles, 

La première formule (LX^), en y supposant 3. -— 3 c! en v fai- 
san t Il = II' — r, tii^, donne 

\/p(«'->s)-É.\/p(«'^;.03)-«"^ = A (c, - c). 

Si «' est réel, les deux facteurs qui figurent dans le premier 
membre sont conjugués; leiir produit représente la dislance du 
poini^ = j)(«'-i- jW3)aH point «3, distance qui est constante en 
vertu de l'égalité même; le point p(m'-I- î W3) est donc sur le 
cercle (fia) de centre €3 et de rayon /f(ei — ^3); les points g), gj 
sont symétriques (n''S59) par rapport à ce cercle; lorsque «'varie 
de tD, ào, le point « =: u' -y- ^0)3 décrit dans le plan des u le seg- 
ment considéré, et son image^ = pw décrit, dans le plan des y, 
du point jD = ^3 -I- k{et — e%) au point q^e^ — k{e, — e^), la 
moitié du cercle (e,) située au-dessous de l'axe des quantités 
réelles, puisque u se meut dans (Ri). L'image de (r,) se fait à 
l'intérieur de ce demi-cercle, celle de (j-^ sur la région du demi- 
plan inférieur qui est en dehors. Désignons par (/'a), (/"s) les rec- 
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tanglesqui, dans le plan des it, sont, pari-apport à l'axe des qNan- 
li lés réelles, les symétriques des rectangles (''j), ('"i ); leurs images 
seront, dans le plan des y, symétriques par rapport à l'axe des 
quantités réelfes des images de ces derniers rectaagles; l'image 
duisegment qui va de w, — ^ W3 à — J W3 se fait sur la moitié sii- 
périeiire du cercle (e^). En représeotant par Wj ( -+- wg l' la valeur 
de ar^py, 1 1' \ sera inférieur ou supérieur à ^, suivant que y sera 
extérieur on intérieur au cercle («3)- On démontrerait de même 
que l'image du segment qui va de i w, — Oj à jUi + Wj est un 
cercle(e,)de centre e, et de rayon /c'{e, — 63); suivant que le 
pointj'est extérieur ou intérieur à ce cercle (e,). [ (| est inférieur 
ou supérieur à ^. 



593. De l'égalité 



v/v " dr 



on déduit maintenant que l'intégrale / ^~'^,' où le chemin qui 

vade jv, s y-juc traverse pas de coupure et où \/Y a le sens précisé 
au début, a pour valeur argpj'^ ^ argjjj^-, . Ce résultat subsiste 
si le chemin d'intégration suit le bord d'une coupure, sans la tra- 
verser. 

Si le chemin d'intégration traverse la coupure, nous convien- 
drons de désigner encore, en chaque point de ce chemin, par \/Y 
la fonction de y, holomorphe dans le plan coupé des y, définie au 
début, tandis que nous désignerons par \/V la fonction obtenue 
par continuation, le long du chemin d'intégration, de la fonction 
qui coïncide avec \/Y au début de ce chemin. Si cette fonction \ /\ 
coïncidait avec y/Y avant de traverser une coupure, on aurait né- 
cessairement \/Y =^ — \/Y après avoir traversé cette coupure, et 
inversement. Pour évaluer l'intégrale / — '^-= > prise le long d'un 

chemin quelconque, qui peut traverser un nombre quelconque de 
ibis les coupures et qui va d'un point quelconque^] du plan des ^^ 
ù un point quelconque y^ de ce plan, sans passer toutefois par 
les points fil, 62, 63, il suffira de fractionner le chemin donné en 
parties qui restent chacune dans le plan coupé et d'évaluer sépa- 
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rément chacune des parties coiTespoiidanles en remplaçai 

■vant les cas, ^/Y par y/Y ou par —y/Y. 

Supposons, par exemple, c[ue le chemin d'intégralion t 
une seule fois la coupure de bas en haut en un point a. Nous dis- 
tinguerons les deux points a', a." qui coïncident avec a, mais qui 
sont situés le premier sur le bord inférieur, le second sur le bord 
supérieur de la coupure, et nous aurons 






dy 



où l'on doit prendre te signe inférieur dans le cas seulement où 
l'on traverse la coupure entre e-i et Ca- On aura donc, en obser- 
vant la même règle pour les signes, 



/: 






(argpï'zbargp'/j - i ai'gp_K, dz arg p/=) 



d'ailleurs la première parenthèse se réduit à atoi, aw^ ou o, sui- 
vant que a est entre Ci et e^, Cj et 63, t'a et — w. 

Nous nous contentons de signaler les rcsullats suivants, que 
Ton peut d'ailleurs lire sur la figure (A), 

J+„ — /Y '' J,, - v/Y J,, --v/y" '' J,, —/Y " 

la seconde et la troisième intégrales étant prises sur le bord infé- 
rieur de la coupure. Si on les prenait sur le bord supérieur de la 
coupure, leurs valeurs changeraient de signe. 

Ces formules peuvent i;\.x& encore écrites sous les formes 

Pour ^3 zzz o («2^0, e^i = — e,, A'^ = J), on a en particulier 
(ij, ^ -^; la figure formée par les quatre points o, (0| , (0|-| w^i, w^, 
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II, — Évaluation des intégrales de la forme 

dy 

-e,)Jf-e,){y-c 

prises le long d'un chemin quelconque, dans le cas où d est un 

nombre réel et où ci, «a sont des nombres imaginaires conjugués. 



r dy 



59i. Supposons majnlenanl que deux des racines de Y soient 
imaginaires. Reprenant les notations du n" S6o, nous suppose- 
rons 6) = A,+ Bj, es = A — Bi, 6^= — lA., B> o; ti), et Wj'sont 
formés comme on l'a expliqué dans le même numéro, et sont des 
quantités conjuguées; on les calculera au moyen des Tableaux 
{CXXV)ou (CXXVI). Les quantités y/éî^ «i, v'^ï — ^» sont aussi 
conjuguées, comme il résulte, si l'on veut, des formules (XIb). Il 
est aisé de vérifier que les signes de la partie réelle et du coeffi- 
cient de [ dans y/Y ne peuvent clianger que sur l'axe des quantités 
réelles et sur i'iijperbole (H) qui, celte fois, passe par les points 
e,, e,. Ces signes sont indiqués sur la figure (B) du Tableau 
(CXXXl), en supposant \/Y>- o pour les grandes valeurs posi- 
tives dey. La figure (B) correspond au cas où g^ etca sont posi- 
tifs; les modifications relatives aux antres cas n'échapperont pas 
au lecteur; si en particulier g^ était nul, l'hyperbole (H) se dé- 
composerait en deux droites passant par l'origine et inclinées do 
60° et de 120" sur l'axe des quantités positives. 

Dans le plan des y, du point e^ comme centre, avec un rayon 
égal à la quantité positive y/cs — e, ^e^ — e-j. décrivons un cercle 
que nous désignerons dans ce qui suit par («a); il passe par les 
points e,, 63 et rencontre l'axe des quantités réelles en un pointm 
situé entre e^ et + ce, et en un point m' situé entre e, et — ^. 
Observons de suite que l'on a, en vertu des équations {X.VL), {VIIj), 

m,'= Cl — v/pj — e, /ë^- (33 ^ p I ■^^— — ' ) - 
Pratiquons une coupure allant de e, à 63 le long de ce cercle, en 
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passant par le point m, puis le long de l'axe des qiianlités réelles 
de m à — <». Le bord supérienr de celle dernière coupure de — co 
à m sera supposé continué par le bord intérieur de la coupure cir- 
culaire de m à «1 ; le bord extérieur de la coupure circulaire va 
sans interruption de e, à «a i I^ bord intérieur de la coupure cir- 
culaire de fia à m est continué par le bord inférieur de la coupure 
reciiligne de m à ~ao; le bord de chaque coupure est regardé 
comme faisant partie de la région du plan qu'il limite. Dans le 
plan coupé, \/Y es! une fonction liolomorplie de y. 

Il existe une fonction que nous désignerons par arg py et qui 
jouit des propriétés suivantes : elle est liolomorpbe dans le plan 
coupé; en tout point de ce plan on a 

jifargpj') ---.y; 

sa dérivée est — —en désignant par\/ï la fonction holomorphc pré- 
cisée plus haut. Quand^ n'est pas sur une coupure, on peut mettre 
argp^ sons la forme ^ ((i3,-i- <og)(H- (w^ — <^\)t', où iel i' sont des 
nombres réels vérifiant les conditions o<;i<;i, — i<;i'<;i; 
t' est toujours de signe contraire au coefficient de i dans y. 
Quand/ est sur la coupure circulaire, arg p/ peut se mettre sous 
la forme -(w, + tej) -)- ((1)3 — W|)(, ; (, est compris entre — ^ el-J 
lorsque y est sur le bord extérieur de la coupure; t^ est compris 
soit entre — -J- et — 1 , soit entre | et 1 lorsque y est sur le bord 
intérieur de la coupure suivant qne / est dans la moitié supé- 
rieure ou inférieure du plan; en deux, points qui coïncident, 
mais sont sur deux bords opposés, la somme des valeurs de ï| est 
égale à ±1. Quand y est sur la coupure reciiligne, M^py peut 
être mis sous la forme + (w.i — <o,) + i (oi) + w^) t^ ou sous la 
forme q^(w3 — wi);^, suivant que y est compris entre m et e^ ou 
entre Ca et — co; on doit prendre les signes supérieurs ou infé- 
rieurs suivant que y est sur le bord supérieur ou inférieur; (g est 
réel, compris entre o et 1; en deux points qui coïncident, mais 
sont sur deux bords opposés, lesvaleurs de (a sont les mêmes. En 
se reportant au Tableau (CXXlX^.i ) on peut donc calculer dans 
tous les cas, sans ambiguïté, la valeur de 8rgji_/ connaissant la 
valeur de r. 



y Google 



ÉVALUATION l>ES INTÉGRALES LE LONG c'UK CUEltlN QUELUONClIiE. I i 

595. On arrive à ce résultat en étudiant l'image obtenue dans 
ie plan des ^, par la transformaLion y ^ pu, du rectangle (K) 
dont les sommets sont i(3wi — Wj), -^(Swa— (o,). (O3 — co,, w, — w^, 
reclangledans lequel l'équation (en u)pu — y^o admet nne racine 
qui, en général, est unique; si toutefois cette racine est figurée 
par un point du périmèlre du rectangle, le point symétrique par 
rapport à l'axe des quantités réelles est aussi une racine. Ceci ré- 
sulte aisément de ce fait, que le losange dont les sommets sont o, 
2U,, aw, -H awa, 2wa est «n parallélogramme des périodes, et de 
ce que la fonction pu prend des valeurs égales en des points sy- 
métriques soit par rapport à w,, soit par rapport à m^. 

L'axe des quantités réelles du plan des u répare le rectangle (R) 
on deux rectangles (Ri), (Ra) dont le premier est situé au-dessus 
de l'axe ; les images de ces deux rectangles étant symétriques par 
rapport à l'axe des quantités réelles du plan des y, il suffît d'étu- 
dier l'image du premier. On substitue, à cet effet, à ce rectangle 
(R() une figure infiniment voisine (S|) que l'on obtient en décri- 
vant à l'intérieur de (R)), avec des rayons infiniment petits, des 
points o, o>3 — (j), et tos comme centres, d'une part deux quarts de 
cercle, de l'autre un demi-cercle, et en supprimant les petites par- 
ties de (R.,) qui limitent ces quarts de cercle et ce demi-cercle. La 
figure (Si) a huit côtés, cinq reclilîgnes, trois circulaires. Dans 
cette figiu-e et sur le contour, les fonctions pu, p'u sont holo- 
morplies, la seconde ne s'annule pas. Supposons que le point u 
parle du sommet de (S)) infiniment voisin de o, situé sur l'axe 
des quantités réelles, puis décrive le contour de (S,) dans le sens 
direct. Son image y ^^ pu, dans le plan des y, partira d'un point 
voisin de -t- ce, sur l'axe des quantités réelles et suivra d'abord cet 
axe jusqu'au point m. Apartir du point m, l'image y = p» se 
mouvra sur le cercle (e^) ainsi qu'il résulte de la formule 



v/'C"^ -»'•■)—/"(" 



qui montre que la dislance du point pu au point e-i reste constante 
tant que le point u est surla perpendiculaire à l'axe des quantités 
réelles menée par ^(w, -t-Wa); quand u décrira le côté de (S,) qui 
va de i ((1)1 + 0)3) à un point voisin de o>a, le pointy = pu, partant 
de m, suivra le cercle (ca) en descendant dans la région inférieure 
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du plan des_/, comme il résulte du principe de la conservation 
des angles, et s'arrêtera en un point voisin de 63. Le point u dé- 
crivant ensuite le petiideml-cei-cleaniourde wj, son image ^y^p» 
décrira approsimalivement un petit cercle autour de e^ en lour- 
nant dans le sens indirect, comme il résulte du développement de 
p{<^s ■+- li) suivant les puissances de u. Le point u décrivant le 
côté suivant de (S)), son image remonte le long du cercle (e^.) de 
€3 à m, en sorte que les images des trois côtés de (Si), qui relient 
^(wi-Hw^) à i{3ws — w,), forment un lacet à tige circulaire. 
Quand u décrit le côté qui va de j{3(i)s~tù,) à un point voisin 
de ii>3 — (o,, son image va de m à un point voisin de e^ sur l'axe 
des quantités réelles. Quand « décrit le quart de cercle autour de 
C03 — ti), , son image décrit approximativement un demi-cercle in- 
finiment petit, de centre e^, en restant au-dessous de Taxe des 
quantités réelles. Le côlé suivant a son image surl'ase des quan- 
tités réelles, d'un point voisin de 63 à un point voisin de —co. 
Enfin le dernier côté, le petit quart de cercle, a pour imag-c un 
demi-cercle de centre o, de rayon infiniment grand, 

11 serait aisé de reconnaître que l'are du cercle (ca) qui va de e» 
à m' est l'image du segment qui va de Wj à -^(013 — to,). 

En répétant le raisonnement du n" §08, on voit maintenant que 
l'image de (R,) remplit le demi-plan des y, au-dessous de l'axe 
des quantités réelles. L'image de (B.:,) remplit donc le demi-plan 
au-dessus. Ainsi l'image de (R) remplit le plan tout entier, 11 con- 
vient, pour la continuité, de regarder les images des portions du 
périmètre qui vont de o à toj — eu, et de o à w, — (03 comme se 
faisant respectivement sur les bords inférieur et supérieur de la 
coupure rectiligne qui va de — </> k e^; les images des côtés qui 
vont de (1)3^ (lï, à 1(3 (133 — ■ u,) elde w, — wjà .^Sw, — 103) comme 
se faisant sur les bords inférieur et supérieur de la coupure recti- 
ligne qui va de «a à m; les images des portions décote qui vont de 
j(3wâ — W|) à wj et de ^(3w, — wa) à w,, comme se faisant sur le 
bord intérieur de la coupure circulaire qui va de m à e, et de m 
à e, ; enfin les images de la portion de côté qui vade W3 à m, comme 
se faisant sur le bord extérieur de la coupure circulaire qui va de e^ 
à 6) . Cette description suffit, en raisonnant comme au paragraphe 
précédent, à justifier la proposition annoncée; elle montre la né- 
cessité d'introduire les coupures considérées, et donne les rensei- 
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gQemeaLs essentiels sur les valeurs que prend la foncLion arg py 
sur les bords des coupures ( ' ). 

596. Les conclusions sont analogues à celles du paragraphe 
précédent et l'on obtient aisément les résultats suivants : 

X, _ /y ■>-' J.„ — \/y J,„ - i/Y ■'■ 

( ' ) Des considérations toutes pareilles s'appliquent à l<i dcterniination de l'in- 
légrale I -7=> où X = {i — a^^) (i — fc'a;'), prise le long d'un chemin déterminé, 

lorsque k' esl réel et plus petit que i. Dans le plan des a; on pratique deiiï coq- 
pures le long de l'axe des quantités réelles de -i- 1 i -i- », de — i à — ». La fono- 
lion \/X. assujettie à être égale à i pour œ~o est alors délinie sans ambiguïté 
dans tout le plan, y compris tes bords supérieur et inférieur des coupures. Si l'on 
considère la fonction sn (m | t) formée au moyeu de la quantité t =-j7^ , où K 
ei IC ont le sens précisé au n" 521, il existe une fonction que nous désignerons 
par acg sna: qui jouit des propriétés suivantes : elle est définie pour toute valeor 
de X appartenant au plan coupé; en tout point de ce plan elle vérifie la relation 

sn (arg snœ) — a^; sa dérivée est —pr. ', on peut ta mettre sous la forme li.t-^-ili.'t' , 
où t et t' sont des nombres réels compris entre — r et 4- 1, et respectivement de 
mêmes signes que la partie réelle et le coefficient de i dans œ. Quand se n'est pas 
sur une coupure, t et (' sont différents de ±i. Quand a> est sur la coupure de 
droite, argsna; est de la forme KdziK'(, on ±iK'-FK(,, suivant que a: est 

inférieur suivant que a; est sur le bord supérieur ou sur le bord inférieur; (, est 
réel compris entre o et i; on a, en particulier, 

les valeurs de t^ pour deux points qui coïncident, mais appartiennent à deux 
bords dilTérents, sont égales. Quand ce est sur la coupure de gaucbe. arg %acc est 
de la forme — K±iK'i|OU ±iiK'— K(„ suivant que a; esl cnli-e — let — ^ ou 

entre — ^^ et — w ; la signification de (,, la règle des signes restent les mêmes; 
on a, en particulier, 

argsn(-,j = -K, a,-g an (- i j = - K dz ili'. 

On parvient à ce résultat en faisant l'image, sur le plan des x, du rectangle du 
plan des u dont les sommets sont les points ±: K ±: iK', image qui se déduit par 
symétrie de celle du rectangle dont les sommets sont o, K, K + ili\ ili.'. 
Il est maintenant clair que, si l'on se donne a:, on pourra calculer arg sn x sans 
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les deux dernières inlégrales étanl prises le long des bords inté 
rieurs de la coupure circulaire; 

J„, - /Y -'- ' ..'. ■■ VV ' " 

oii, dans la seconde intégrale, le chemin suit le bord infârieu 
de la coupure rectillgne; 



T- 



suivant que e^ est positif oix négatif; dans celte dernière égalité les 
valeurs dey/Y se déduisent par continuation de la supposition 
y/Y^: y/Y pour les points jK du chemin d'intégration situé en des- 
sous de Taxe des quantités réelles. De ces formules, on déduit sans 
peine celles du Tableau (GXXXI) ; toutes ces formules se lisent 
d'ailleurs sur la ligure (B) du même Tableau. 



III. — SulJBtitutiona linéaires permettant de transformer 

„ rf/. dy _ _ 

597. Nous allons montrer mainl.enanl, comment loulc difrf''ron- 
tiellc de la forme — . . où Z est un polynôme quelconque dit troi- 
sième ou du quatrième degré à racines inégales, se ramène à une 

- g-^y ~ g?., pa'- 

une substitution linéaire définie par l'une ou l'autre des formules 

ambiguïté i l'aide des séries (CXXVIIj), pouPïu que, quand a; est sur une cou- 
pure, on dise sur quel bord il se trouve. Il résulte de U théorie des fonctions 
implicites que argsna; est une fonction holomorphe dans ie plan coupé des x. 
Les conséquences de ces propositions, pour le calcul des intégrales de la forme 
I —pi od X= {i — a;') (i — A'ic'), o < A-^ < i, sont toutes semblables à celles qui 
ont été développées dans le texte pour les intégrales de la foi'nie / ---'—--; ie 
lecteur les établira sans peine. 



y Google 



ÉVALUATION DES INTÈGRAT.KS LE LONG, B'UK CHEMIN QlIELCONQUt:. 10 

équivalentes de la forme 

,„iZ^i, j., '"-'' „ ■' , '■'-!>■< 

OÙ a, p, Yi 2 sont des constantes telles que aS — jïï ^o''- «JifTércnt 
de zéro. Par ces formules, les points du plan des j et ceux du plan 
des z se correspondent d'une façon univoque. 

Nous réunissons, dans ce qui suit, quelques propriétés géomé- 
triques importantes de eelte correspondance, grâce auxquelles le 
lecteur n'aura aucune peine à établir les résultats ultérieurs. Nous 
supposons Y différent de o, sans quoi la correspondance se rédui- 
rait à une similitude. 

Nous désignerons par T et S les points respectivement situés 
dans le plan des z cl dans le plan dus y dont les affixes sont 7 et 

; le point ï correspond à ^ ^ co, le point S à 3 ^ 30. A tout 

cercle ou droite du plan des z qui ne passe pas par T correspond 
un cercle du plan des y, cercle qui passe par s s'il correspond à 
une droite, A tout cercle ou droite du plan des z qui passe par T 
correspond une droite du plan des y, laquelle passe par S si elle 
correspond à une droite. Ces propositions résultent de ce que la 
formule de transformation peut s'écrire 

.y—.r> . Ja— .Kl _ ^ — -^1 . ^a — ^1 

y—yi ' ys — Xî z — s^'z^—z^' 

en désignant ^^v y^, y^, y^ les points du plan des y qui corres- 
pondent aux points z^^s^, 33 du plan des s, lesquels peuvent être 
pris arbitrairement. Si l'argument (trigonométrique) de " ^" l 
reste constant, en sorte que le point 3 décrive un cercle passant 
par les points Si, aj, l'argument de — _ ■ restera aussi constant, 
et le point y décrira un cercle passant parles points yi^y.,- De 

même, si la valeur absolue de ^ reste constante, en sorte que 

le point a décrive un cercle par rapport auquel les points 2|, z., 
soient symétriques (n° 559), la valeur absolue de — — — restera 
constante, en sorte que le point y décrira un cercle (ou une droite) 
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par rapport auquel les points yt , y^ seront symélriqucs. La trans- 
formation précédente conserve donc la symétrie des points par 
rapport aux cercles et aux droites. La même conclusion résulte 
aisément du principe de la conservation des angles et de la consi- 
dération du faisceau de cercles orthogonaux à un cercle qui 
passent par deux points symétriques par rapport à ce cercle. Le 
centre d'un cercle et le point oo de son plan peuvent être regardés 
comme symétriques. Si donc on désigne par (C) un cercle ou une 
droite du plan des y, par (D) le cercle ou la droite du plan des s 
qui lui correspond, le centre de (D) sera le correspondant, dans le 
plan des z, du point du plan des y symétrique de s par rapport 
à (C), le centre de (C) sera le correspondant, dans le plan des y, 
du point du plan des s symétrique de T par rapport à (D). Si (G) 
et (D) sont des cercles véritables, les points s et T sont respec- 
livement extérieurs tous les deux, ou intérieurs tous les deux, aux 
cercles (C) el(D); dans le premier cas, les parties des plans des v 
et des 3 respectivement extérieures ou intérieures aux cercles (C), 
(D) se correspondent; dans le second, la partie intérieure à un 
cercle correspond à la partie extérieure à l'aujre. Si T est sur le 
cercle (D), (C) est une droite partageant le plan des y en deux 
régions; celle qui contient S correspond à la région du plan des s 
extérieure à (D). De même, si (O) est une droite et (C) un véri- 
table cercle, passant nécessairement par S, la région du plan des s 
qui contient T correspond à la région du plan des y extérieure au 
cercle (C). Si (D) et (C) sont deux droites passant nécessairement 
la première par T, la seconde par S, la correspondance entre les 
points des deux droites est homographique, en sorte que, si le 
point s décrit la droite (D) toujours dans le même sens, en pas- 
sant par T, le point y se meut sur la droite (C) en allant tou- 
jours dans le même sens jusqu'au point à l'infini dans cette direc- 
tion, point qu'il atteint quand s arrive en T, passe brusquement, 
dès que le point z dépasse T, au point à l'infini dans l'autre direc- 
tion et recommence à se mouvoir dans le même sens que tout 
d'abord. 

Quand le point z décrit une courbe continue qui ne passe pas 
par T, ce mouvement même définit à chaque instant la région voi- 
sine du plan des z qu'il a à sa droite ou à sa gauche ; de même le 
mouvement correspondant du pointj^-. En vertu du principe de la 
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conservation des angles, les deux régions à droite se corres- 
pondent dans les deux plans, ainsi que les deux régions à gauche. 
Cette remarque s'applique naturellement aux cas qui viennent 
d'être passés en revue. Faisons encore l'observation suivante : 
si (C) et (D) sont deux droites correspondantes et si l'on fait 
tourner [D) uniformément autour de T, (C) tournera nniformé- 
menl autour de S ; les deux révolutions seront synchrones et les 
sens de rotation inverses. 

598. Par la substitution précédente, l'expression différen- 
tielle — 1) oh Z est un polynôme du troisième ou du quatrième 

degré, à racines inégales, se change identiquement en —^::;) si 
l'on pose 

Y est un polynôme do quatrième degré, qui ne s'abaisse au Iroî- 
sième que si - est racine de Z ou si, Z étant du troisième degré, 

Y est nul. 

Si le polynôme Z = As' + 4Bs' + 6C3^+ 4Da + E est du 
quatrième degré, nous désignerons ses racines, rangées dans un 
ordre que nous nous réservons de spécifier, parS), s^, z^, z^; 
si nous ne voulons pas spécifier cet ordre, nous désignerons par 
\, [j-, V, p les nombres i, 2, 3, 4 rangés dans un ordre déterminé 
quelconque et nous emploierons les notations sj, z^, Sv, Zç, pour 
désigner les racines. Si A est nul, nous supposerons ). = 4i ^t 
c'est la racine z\ ou Sj qui disparaîtra, ou, si l'on veut, deviendra 
infinie. 

Nous allons chercher à déterminer les coefficients de la substi- 
tution linéaire de façon queYsoitde la forme ^y^ — g2y — ^3. 
A cet effet, nous choisirons d'abord une des racines de Z pour fi- 
gurer à la place de - dans la formule de transformation qui lie y 
à z, afin que Y soit du troisième degré ; si nous désignons la ra- 
cine choisie par Sp, nous pouvons écrire cette formule 
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en désignant par m et « des constantes. Le polynôme Y, ordonm 
snivant les puissances de ^ + », prend alors la forme 



(a) Y = - Z-{j^- iiy -h ^ T'Jy + 7i)= + - Z'^j^ t.) ^ 



■M 



où Z'p, Zp, Zp, Zp désignent ce que devienneni les dérivées de Z 
pour s =:: Sp; il aura la forme voulue ^y^ — g^y — g^ si l'on dé- 
termine m et n par les conditions 

on trouvera ensuite, par un calcul élémentaire, 

é-, = AE + 3G' — 4BD, g^^ AGE-;-aBCD- AD^ — EB^ — C^; 

gi et g3 sont les deiiK invariants de la forme Z ; ils ne dépendent 
pas de la racine Zç que l'on a choisie. 

Nous rappelons ici la composition des invariants g-^, ^3, au 
moyen des racines de Z, Si l'on pose 

onaura(') 



^i- -{U-^W'^^^), 5-, = — (L-hM)(L^N)(M-i\). 

Si Z^ «3^ + 3Z>s^4-3cs-l-(/est du troisième degré, on trou- 
vera, pour les invariants g^, ga, les valeurs 



[Dans ce cas, l'expression différentielle - se changerait encore 
en — '^--=> par la substitution entière y^ — — ^ — , en supposant 
\/Z = ^ - \jY et en conservant pour g^ et g^ la même signifiea- 



1 1 } Voir par exemple le Traité d'Algèbre supérieure de M. H. Weber 
j. 343 de la iraductLon fi'ançaLse de W. Griess. 
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lion; nous ne parlerons plus de cetlR siibslitmion enliève, donl 
l'étode n'offre aucune difficiiUé.] 

En résume, si, d) 
substiuition 



où Zp est une racine de Z, celte expression différentielle prend la 

forme — ^. où l'on a Y =; 4^= — g-^y ^ S^- En denx points cor- 

— v/ï 
respondants y, z, c'esl-à-dire en deux points dont les affîxcs sont 
liées parla relation (CXXXII)), les valeurs des radicaux sont liées 



pai 



la relation 



Si l'on veut appliquer les remarques du 11° 397, on devra rem- 
placer T par Sp et s par ^ Zp. 

Les racines e,, e^, e^ de Y se déduisent des racines de Z. Lors- 
que Z est du quatrième degré, nous désignerons respectivement 
par fia, ep, e^ les valeurs de y qui correspondent {au sens précé- 
dent) aux valeurs z\, z^, Sv de 3, le point co du plan des y cor- 
respondant à Sp. Si Z est du troisième degré, nous désignerons 
)>ar ep, fiy les valeurs de y qui correspondent respectivement à 
3|i, 5v 1 ce sont deux racines de Y ; on trouve d'ailleurs aisément 

la troisième racine e^ de Y apparaît sur l'expression {a) de Y, où 
l'on doit supposer Zp = o ; elle est ^ — rt -= |~ Zp ^^ S ; elle corres- 
pond au point 00 du plan des z. 



S99. Nous supposerons désormais qne les coefficients de Z 
sont réels; il en sera de même de g^i §3, si même on a employé 
une substitution imaginaire. On a dès lors, en faisant se corres- 
pondre les valeurs de y et de 3, ainsi que les chemins d'intégra- 



y Google 



20 CALCUL INTÉGnAL. 

Evons elles vaïeurs des radicaux, 



j-, A jy 



Vv" 



pourvu que le cliemin d'intégration relatif à la variable y ne tra^ 
verse pas de coupure dans le plan des y. Il est bien naturel de 
tracer dans le plan des z des coupures qui correspondent à celles 
du plan des J-; elles seront les images, dans le plan des ^, des côtés 
du rectangle (R) du plan des u, résultant de la transformation 

^-9 p „ ,_ .L. Z« ' 

et elles permettronl de se passer de la variable intermédiaire _j'. 
Dans le plan des z coupé, \/Z sera d'ailleurs une fonction holo- 
morphe de z, définie, en tel point que l'on voudra, par la for- 
mule (CXXXIIï),où /Y a le sens qui a été précisé dans les para- 
graphes précédents, A la vérité, dans les applications, c'est la 
détermination de \/7j qui est donnée, et l'on en déduit celle de \/Y 
parla formule (CXXXUa) ; si la détermination ainsi obtenue pour 
\/Y est contraire à celle qui a été précisée dans les paragraphes 
précédents, la valeur de | —z. sera égale à ar^py' — ^"'^py"- 

La construction des coupures (rectilignes ou circulaires) du plan 
des z n'offre aucune difficulté : il suffira, dans les différents cas, 
de se reporter aux propriétés géométriques que nous avons réunies 
au n" 597, et. nous nous contenterons d'expliquer nos notations et 
d'énoncer les résultats essentiels afin de rendre intelligibles les for- 
mules et les figures de notre Tableau de formules. 

Observons encore, en général, qu'on peut choisir arbitrairement 
la racine Sp qui figure dans la formule de transformation, mais 
qu'il y a avantage, quand on n'envisage que les valeurs réelles 
de z qui rendent Z positif, à choisir une substitution réelle et telle 
que les valeurs correspondantes de y soient supérieures aux ra- 
cines réelles de Y, afin que les valeurs de nr^py soient réelles; 
on verra que cela est possible, sauf dans le cas où les racines de Z 
sont toutes les quatre imaginaires. De même, si l'on considérait 
les valeurs réelles de z qui rendent Z négatif, il y aurait inté- 
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rêt à choisir la substitution de façon que les valeurs correspon- 
dantes dejK fussent inférieures aux racines réelles de Y, de façon 
que urgpy fût purement imaginaire. 

On pourrait, dans ce qui suit, supposer que dans Z le coef- 
ficient de la plus haute puissance de z est positif, car si la fonc- 
tion \/Z est bien définie, il en sera de même de la fonction 
\j^'L = (\/^; si donc, le long d'un chemin déterminé, on sait 

effectuer l'intégrale / ■ - _Jk r . on saura effectuer, le long du même 
J V — '^ 

chemin, rintéa;rale / — -^ ■ 



600. Examinons maintenant les différents cas. Supposons d'a- 
bord qne Z ^ as^ +.. . soit du troisième degré; nous suppose- 
rons a ]>o; s'il en était autrement, on pourrait utiliser la remarque 
précédente ; mais il vaudrait mieux, ici, commencer par changer z 
en — z. 

Il J a lieu de distinguer deux cas suivant la nature des racines 
de Z. Si ces racines sont réelles, lout«s les substitutions seront 
réelles, ainsi que les racines de Y; si Z n'a qu'une racine réelle, 
il y aura une substitution réelle par laquelle correspondra, à la ra- 
cine réelle de Z, une racine réelle de Y; les deux autres racines 
de Y seront conjuguées , 

Plaçons-nous d'abord dans le cas où les racines de Z sont réelles 
et désignons-les par 3, , s^, z^ en supposant 3, >■ Sa ]> 23 ; on sup- 
pose aussi, comme d'habitude, et'^e-i'^ e-^. Ces suppositions, 
jointes aux relations, bien aisées à démontrer, 

où la correspondance entre les deux systèmes de racines est celle 
qui a été expliquée n" 598, permettent de montrer que l'on a né- 
cessairement st^p, p^v, Y=:[A. A-UX points co, z^^ Zt, Sp du plan 
des ; correspondent les points e^, Sy, e^, oc du plan des y. Celle 
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correspondance esL donnée en détaii par le Tableau son 
les différents cas o =: i, ■s, 3, 



„>0. 




p^3. 


'... 


7 = e, 


y = e. 


7 = ^3 

r= +«> 

7=«i 
y = e-2 
y = e^ 


ss» zj 


+ 


- 


^ 



La première colonne verticale contient les valeurs — oo, a,, Sa, 
3i, + 30 de z rangées par ordre de grandeurs croissantes; en face 
de ces valeurs, dans les colonnes suivantes qui se rapportent aux 
diverses valeurs de p, sont placées les valeurs correspondantes 
a^ y, les signes qz co que l'on trouve pour p :^ i et p ^^ 3 parmi 
ces valeurs signifient que, s croissant, y, qui décroît en général, 
passe brusquement de — co à 4-co quand z traverse la valeur Z^; 
le signe ±ûo du cas p ^ a signifie au contraire que y^ qui croît 
en général avec s, passe de H-co à — oo quand s traverse la va- 
leur Si. Le Tableau donne enfin le signe de Zp nécessaire pour 
déduire la définition de \fL de celle de y/Y. Les images des di- 
verses portions de coupure du plan des y se faisant, dans le plan 
des s, sur l'axe des quantités réelles, s'aperçoivent immédiate- 
ment dans les différents cas. Pour p ^= i ou 3, la moitié supérieure 
du plan des z correspond à la moitié inférieure du plan des^; 
pour p = 2, les moitiés supérieures des deux plans se corres- 
pondent. 

Si s ne prend que des valeurs réelles comprises entre s, et +», 
on prendra, dans les formules (CXXXU,, 2, «^^ dans le Tableau 
que nous venons d'écrire, p ^^ 1 ; si s est compris entre z^ et Sj, 
on prendra soîl p = 2, soit p =^ 3 ; aux valeurs de s comprises 
entre les limites d'intégration correspondent alors des valeurs 
de Y comprises entre et et -h 00. De même, si = ne prend que des 
valeurs réelles qui rendent Z négatif, on choisira p de manière 
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que, aux valeurs de s comprises entre les limites d'inlégration, 
correspoudent des valeurs de y comprises entre eg et ^ oo. On 
obtient ainsi les formules (CXXXTII), où il est toujours entendu 
que les quantités w,, w^ sont définies au mojen de e,, e^, «a 
comme au n" 527. 

601. La méthode s'applique naturellement au cas où le polj'- 
nome Z serait le polynôme ^z^ — g-^z — g.^ et se reproduirait en 
quelque sorte par la substitution. Elle s'applique aiissi très ai- 
sément aux intégrales du type 





J ,'j.«(2±l)l»2-J) 


où s est égal à -f- i ou à ~ i etoù n est uo nombre réel difîérent 


de et de zpi.On tr 


. . j, . dz 


"^ ^ ^4..Ci±i)(»s-0 


-c chacc en 




formules 


'-e^7-é-> " " 


..^|(..-=.. 


+ 0. §■> = -~ (' -.- ") (> ± '.«) (^- ^ «), 


,u.„cl on remplace 


s par l'une ou l'autre des expressions 


^3ïj'^n±' 


I i-.r±->.n^-i +3 


3V=;j,. + l 


[ n 3E7=pn-a' Ss^-n+i' 



les valeurs des radicaux y^4ï3(3 =bi)(/îs — i), y/4^'' — g^y — g^ 
sont telles que leurs rapports soient respectivement 



les racines e,, 62,63 sont les trois nombres ■ . — ^^ — r — ^ 

rangés par ordre de grandeur décroissante. Dans toutes ces for- 
mules, les signes se correspondent. 

Si l'on applique ces substitutions eu supposant la variable d'in- 
tégration réelle, on obtient en particulier les formules (CXXXIV)- 

En remplaçant z par x^ et s par + i , on voit que les formules 

.î — ^ 3 j--t- n ■± -i j _ ')j^j.n-\-i , _ — 3 

~ 37±an-l-i' ~ Jy^n — i.' ~ :;y 1^ ii-\- f 
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trausformenL l'expression -, . „^^ , . 

oùg"2, ^3,e,, ^2,^3 ontlesdéterminations que nous venons d'é 



et où lesvaleursdesradicauxv/(+i— -K-)(i— rt2^^),y'4y°^^i>' — gi 
sont telles que leurs rapports soient respectivement 

En désignant par h un nombre positif et en posant « = h-, on ob- 
tient, en particulier, les premières formules (GXXXV) ; K, K' y re- 
présentent (CXlXa) les quantités x{k'^),x'{k^), où l'expression 
de k" au moyen de h est indiquée pour les diverses intégrales 
envisagées. 

Si l'on remplace dans les mêmes formules z par x^ et s par — i , 
on voit que les formules 

~ iy ± •?. n -h i —■iy-^n. — 'i ^- ;ijzp h -h i 



transforment l'expression - 



dx — dy 



gij gît ^ij ^2) ^3 sont déterminés parles mêmes relations pour 
= — I et oùles déterminations des radicaux y/(±: 1 + ^^) ( i — iix'-'), 



V^y^ ~~ ë^y ^~ S^ sont telles que leurs rapports soient respecti- 
vement 

En désignant par h un nombre positif et en posant n = — A*, on 
obtient, en particulier, les dernières des formules (CXXXV). 

602. Plaçons-nous maintenant dans le cas où une seule racine 
de Z est réelle ; nous la désignerons par z^ ; nous désignerons par 
«1, Zj les racines qui sont la première au-dessus, la seconde au- 
dessous de l'axe des quantités réelles, et nous nous bornerons à 
la seule substitution réelle, qui correspond évidemment à la sup- 
position p ^ a. Pour ce qui est de la fonction pu, on est dans le 
cas du n" 56S; on doit donc supposer e^ réel, e, et e, figurés par 
des points situés le premier au-dessus, le second au-dessous de 
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l'axe des quanlités réelles. Le nombre Zj est réel et positif; pour 
les valeurs réelles de y, z et y varient dans des sens contraires; 
la moitié supérieure de l'nn des plans correspond à la moitié in- 
férieure de l'autre. Aux points oo, s^, a,, z^ du plan des z, corres- 
pondent les points «a, oo, 63, fii du plan des y. A la coupure qui 
va, dans le plan des y, sur l'axe des quanlités réelles, de e^ à — co, 
correspond, dans le plan des 5, une coupure qui va de - — oo à s^, 
le bord supérieur de la coupure du plan des z correspondant au 
bord inférieur de la coupure du plan des ^. Au cercle (e^) du plan 
des y, de centre e^ el passant par e, , e^ correspond, dans le plan 
des z, le cercle (so) de centre s^ et passant par les points Si , S3 ; 
au point y ^ m ^ e^ + \ \/ e^ — e, \/ e^ — e-i j où , dans le 
plan des y,-ie cercle {e^) rencontre, vers la droite, l'axe des 
quantités réelles, correspond, dans le plan des 2, le point 
z = M = 5a 4- 1 \/ss — ^Jiy/ss — S3I oi!i le cercle (îa) rencontre, 
aussi vers la droite, l'axe des quantités réelles. A la coupure rec- 
tiligne du plan des y qui va de m à e^ correspond, dans le plan 
des z, la coupure rectiligne qui va de M à + co, le bord supérieur 
de la coupure du plan des s correspondant au bord inférieur de la 
coupure du plan des^. A la coupure circulaire du plan des y qui 
va de ei à 63, en passant par m, correspond, dans le plan des 2, la 
coupure circulaire qui va de Ss à s, en passant par M ; le bord in- 
térieur de l'une des coupures correspond au bord extérieur de 
l'autre. Dans le plan des z ainsi coupé, y'Z est une fonction holo- 
morphe de a; elle est positive pour des valeurs réelles àez un 
peu plus grandes que s^.La figure (C) du Tableau (CXXXVl) met 
en évidence la correspondance directe entre la variable u el la va- 
riable a. Elle correspond au cas où l'on a s^^ 5(51 + S3) et où, par 
suite, e^s est positif, en sorte que l'angle que font les deux vecteurs 
allant de o à w, et à uj est obtus. Dans tous les cas, les demi-côtés 
du rectangle (B) qui vont respectivement de o à wg — ui, et à 
(i), — W3, ont leurs images sur les bords supérieur et inférieur de 
la coupure qui va de — 00 à Sa ; les côtés qui vont de W3 — (Oi à 
4(3(03 — (i)|) el de toi ^ uj à ^{3(ii, — W3) ont leurs icnages sur 
les bords supérieur et inférieur de la coupure qui va de + oo à M ; 
les quarts de côtés qui vont de |{3w3 — ui,) à (Ojet de ^(3wi — wa) 
à W| ont pour images les Lords extérieurs des coupures circulaires 
qui vont de M à 2, et de M à 23 ; le demi-côté qui va de wj à o), a 
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^oiir image le bord Intérieur de la coupure circulaire qui va de ^i 
à S3. Les rectangles du plan des u désignés sur la figui'c par (r, ), 
(''2)1 (''s)) (''i) ont respectivement pour images les régions {r\), 
(r^), ('■3), (r\] du plan des 5. La démonstralion des formules du 
Ta'bleau (GXXXVl) n'offre dès lors aucune difficiiUé. 



V. - Cas où A n'est pas nul. 

603. Supposons maintenant que Z —- A;' -!->.. soit du qua- 
trième degré. Plaçons-nous d'abord dans le cas où les quatre ra- 
cines de Z sont réelles; les quatre substitutions possibles et les 
racines de Y sont alors réelles. 

Nous 'supposerons s, >Ji> ûq?' ^r- «1 > «i> e^. La relation 
générale 

qu'il est aisé d'obtenir, permet de montrer que l'on a, quel que 
soit p, et en distinguant les deux suppositions A.^o, 



A > o, 



-L, 



y M, 



-- N, h-' -= \-; 



l' 



On remarquera que l'expression qui re[jrésente A"^ pour A ;o, 
représente k'"^ pour A5 o. 

La correspondance détaillée des valeurs de s et de jv est donnée 
dans le Tableau suivant, dont la description est trop analogue à 
celle du Tableau précédent (n" 600), pour que nous nous y ar- 
rêtions, non plus qu'à ce qui concerne le sens dans lequely varie 
avec z, la correspondance des coupures, celle des moitiés infé- 
rieure ou supérieure des deux plans, le choix qu'il convient de 
faire parmi les valeurs de p, suivant les cas, en appliquant les 
formules (CXXXlLja^s), lorsqu'on ne considère que des valeurs 
réelles de s, ou enfin la déduction des formules (CXXXVII)- 
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p = i. 


k-y 


0. 


11 
p=l. jl p = 1. 


A 


0. 

p=3. 


— 


Z= Zi 




es 




es 


63 


6î 

fis 




e, 

es 


SgnZ^ 


î 


^ 


- 


— j -t- 


- 


+ 



604. Supposons que les quatre racines de Z soient imaginaires. 
Nous nous bornerons an cas où A est positif; nous désignerons 
par 3) et Zi les deux racines pour lesquelles le coefficient de i est 
positif, s^ étant celle pour laquelle la partie réelle est la plus pe- 
tite; 3» et^a désigneront les racines conjuguées des, et s,. Toutes 
les substitutions sont imaginaires; mais il est aisé de voir que les 
racines e,, e^, e^ sont réelles; nous supposerons toujours 
Cl >-e2>-es. Nous choisirons la substitution qui correspond à 
la valeur 4 àe p. Alors aux points z,, z^, Z3, 3,, od du plan des s 
correspondent les points e,,e2,co, s^::rî2i'[ du plan des y, et l'on a 



r I-', 



: M, 



3 ^ -.- N, 



/c^ . 



N 



Les quatre points s,, 3^, 23,34 sont sur un cercle (c) dont nous 
désignerons le centre, situé sur l'axe des quantités réelles, par c, 
elles points d'intersection avec le même axe par P, Q; P est sup- 
posé adroite. Le cercle (c) correspond à l'axe des quantités réelles 
du plan desjr- A l'axe des quantités réelles du plan des z corres- 
pond, dans le plan des j', nn cercle par rapport auquel les points 
00 et «3 doivent être sj'métriques, ainsi que les points e, et e^ ; 
c'est donc le cercle (es) du n'Sïfâ; le point S est nécessairement sur 
la circonférence de ce cercle ; soient p, q les points de rencontre 
de cette circonférence avec l'axe des quantités réelles; nous dési- 
gnerons par/> le point si tué à droite (entrée, etfi:;). Quand le poini^ 
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décril(y(é'. A) l'axe des qnaot! tés réelles de — co à -i-coil passe suc- 
cessivemenl parles pointa — co,q,e3, e^, Pi^i, +co; le point cor- 
respondant s devra passer snccessiveinent par les points z^, Q, s», 
Sa, P, a,, Z4 du cercle (c) : il se mouvra dans le sens direct. Les 
points Q, P du plan des = correspondent respectivement aux 
points g, p du plan des y. Les régions dn plan des z intérieure 
et extérieure au cercle (c) correspondent respectivement aux moi- 
tiés supérieure et inférieure du plan des y. Le point S du plan 
des_^ est donc sur la moitié inférieure du cercle (e^). Aux por- 
tions de coupures du plan des jk qui vont de — coà 63, de e» à e^, 
de «2 à e, correspondent, dans le plan des z, les coupures circu- 
laires qui vont de s^ à Z3, de z^ à z^, de z^ à z,; il n'j a pas de 
coupure entre Zf et z, . Le bord intérieur de la coupure circu- 
laire du plan des s correspond au bord supérieur de la coupure 
rectîligne du plan des y. Pour définir \/Z au moyen de i/Y, il est 
commode d'avoir l'argument trigonomé trique du facteur __^ 
qui figure dans la formule (GXXXIIj); des considérations faciles 
de Géométrie élémentaire fournissent la règle suivante ; soit A le 
second point d'intersection avec le cercle (c) de la droite qui 
jointe;, à z; soit B le second point d'intersection de ce même 
cercle et de la parallèle menée par A à l'axe des quantités réelles : 
l'argument cherché est mesuré, en prenant pour unité le rajon 
du cercle (c), par l'arc qui va du point le plus haut de ce cercle 
au point B. On en conclut que la fonction \/Z, holomorphe dans 
le plan des z coupé, est positive pour 5 réel compris entre P et Q, 
négative pour les autres valeurs réelles de s. 

La figure (0) du Tableau (CXXXVIII) indique la correspon- 
dance entre les variables z et u. Le périmètre du rectangle (R) 
du n" 59i fait son image sur les coupures, les segments rectilignes 
qui vont de ^0)3 à w, -[-| Wj et de — ^wb à œ, — i to^ ont leurs 
images sur la moitié intérieure et la moitié supérieure de la cir- 
conférence du cercle («3); au point s =: jj'^ Z^ du plan des ^ cor- 
respond, dans le plan des s, le point 00, et, dans le plan des u, un 
point «0 situé sur le segment qui va de Wj à <i), + ^ W3; le segment 
qui va de ^ (dj à Ug a pour image, dans le plan des z, la portion 
de l'ase des quantités réelles qui va de Q à — co; le segment qui 
va de «u à Wi + :; io.t a pour image la portion de l'axe des quantités 
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réelles qui va de -i- co à P ; enfin le segment qwi va de — ^ Wg à 
à W) ^ i (1)3 a pour image la porLion de l'axe des quantilés réelles 
qui va de Q à p. Eniin, on a indiqué sur la figure par les signes 
(''ï)' (''Di ('"1)1 {''D^^^ régions du plan des s où se font les images 
des petits rectangles (r,), {r^), (rj), (rs). Ces explications suffi- 
ront au lecteur, pour établir les formules (CXXXVIII) et pour 
reconnaître en particulier comment on obtient les valeurs (réelles) 
des intégrales de la forme / —-. quand s est réel etvarie entre des 
limites convenables. Au surplus, une autre méthode permettra 
bientôt d'obtenir ces intégrales, sans l'introduction de quantités 
imaginaires. Dans le cas où Z est bicarré et où, regardé comme un 
trinôme du second degré en s*, il a ses racines imaginaires, les 
quatre points z,, Sa, Sj, s, du plan des s sont les sommets d'un 
rectangle; le pointe coïncide avec le point o; dans le pian des_j', 
le point s est à l'intersection dii cercle (e-j) et de la parallèle menée 
par le point e^ à l'axe des imaginaires vers le bas. 

6O0. Les résultats précédents doivent être modifiés quand le 
cercle (c) devient une droite, c'est-à-dire quand les quatre ra- 
cines Si, ss, Sj, Zf ont même partie réelle. Cette droite (c) est 
perpendiculaire [fig- (E)] à l'axe des quantités réelles qu'elle 
rencontre en un point p. On prend alors pour s^ celle des quatre 
racines qui, sur la droite (c), est figurée parle point le plus haut; 
en descendant sur celte droite on rencontre les points z,,p,Z2,s^ 
et l'on emploie la même substitution ; la correspondance entre les 
racines Z), 33,33 de Z et e,, e^, e^ de Y subsiste. Les coupures du 
plan des z vont, sur la droite (c), du point Sj au point à l'infini i 
vers le haut, puis de s, au point à l'infini J vers le bas. Le point 
^ 0)3 a son image au point co du plan des 3, point avec lequel les 
points I, j et les points zh 00 de l'axe des quantités réelles doivent 
être regardés comme confondus. Les petits rectangles (/-,), (tï), 
(ra), (/'s) ont leurs images dans les quatre angles formés par l'axe 
des quantités réelles et la droite (c). Dès lors les applications ne 
comportent pas de difficulté, et l'on obtient en particulier les for- 
mules (CXXXVÏII3). 

606. Lorsque le polynôme Z a deux racines imaginaires conju- 
guées et deux réelles, nous désignerons par Si et Sj les deux ra- 
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cines réelles, en supposant Sn >• s^ ; par z, la racine imaginaire 
dans laquelle le coefficient de i ^esl positif, par 33 sa conjuguée. 
Nous supposerons p égal à 2 on à 4 pour avoir affaire à une substi- 
tution réelle. Le polynôme Y aura une racine réelle e^, et deux 
racines imaginaires e,, e^; on suppose que - ' . -■— est positif. On 
trouve aisément les résultats suivants : 

A>o, e, -,ea= ^h, e,-e^= ^ M, Cj ■ - ê, - y N, /.■==--: ^ 

A<o, ,,-,,^-^L, ..-.,=-.4n, .,-.,..-^M, I^^^\ 

Zj est du signe de A, Z^ de signe contraire; on en conclut d'une 
part la détermination de \J'L correspondant à celle de \/Y, puis, 
d'autre part, ce fait que pour des valeurs correspondantes réelles 
de z et de j', y varie dans le même sens que s, pourÂ>-o,p=-4 
et A <:^ o, p = a ; dans le sens contraire pour A > o, p = 2 et 
A <; o, p ^: 4- Suivant que y et a, supposés réels, varient, ou non, 
dans le même sens, les parties supérieures (ou inférieures) des 
deux plans des y et des z se correspondent, ou non. Dans le pre- 
mier cas^i, S3 correspondent àe,, e^; dans le second, si, z^ cor- 
respondent à es, e,. 

Au cercle (ej) du plan des y, cercle qui a pour centre e^ et qui 
passe par e, , gj, correspond dans le plan des s un cercle (c) pas- 
sant par Z),Sj et par rapport auquel sont symétriques les points 
Sj, z„ correspondants des points e^, co (ou w, e^ ) du plan des y. Il 
y a lieu de distinguer trois cas, suivant que le rapport S ^^ — ^ _"°° ! 
est plus grand que un, plus petit que un, égal à un. Dans le pre- 
mier cas c'est le point Sj, et dans le second le point z^ qui est 
inlérieur à (c). Ces points correspondent, dans un certain ordre 
qui dépend de la valeur de p, aux points 00 et e^ du plan des j', 
et l'examen de cette correspondance permet de reconnaître, dans 
les différents cas possibles, si les régions intérieures (ou exté- 
rieures) des deux cercles (c) et (e^) se correspondent ou non. 
Les régions de même nom se correspondent pour p ^ a, ^> 1 
et p ^ 4; S < I ; elles ne se correspondent pas pour p :^ 2, 5 <;| i , 
ni pour p ^ 4) ^ ]> i . En combinant ces renseignements avec ccq^l 
que l'on a sur le sens dans lequel varie y quand a augmente, 



y Google 



ÉVALUATION DES INTÉGRALES LE LONG D'IN CHEMIN QUELCONQUE. 3 F 

par valeurs réelles, de — co à + co, on reconnaît aisément com- 
ment sont disposés, dans le plan des s, les points d'intersec- 
tion M, M' du cercle (c) avec l'axe des quantités réelles qui cor- 
respondent respectivement anx points m et m' du cercle (fia) situés 
sur i'axe des quantités réelles, et comment, dans le plan des^j', 
est situé le point S qui correspond au point co du plan des ;. On 
a d'ailleurs 



où il faut prendre les signes supérieurs ou les signes inférieurs, 
suivant que l'on a Ago. Dans le troisième cas où S est égala i, le 
cercle (c) se réduit à ta droite qui passe par les points Zf , z^. Le 
milieu des points s^, s, est aiors le point M' ou le point M; et le 
point S coïncide avec l'un des points m, m'. Voici le résumé de 
ces divers renseignements : 

Suivant que l'on a p t^ a ou p r- 4, on a sgn — = dz sgnÂ el 

les valeurs e^, 00 ou 00, e^ de y correspondent aux valeurs Si, z^ 

de E. Suivant que l'on a sgn ^^ ^^z^zj ,y çlz varient, ou non, dans 

le même sens. Le Tableau suivant indique, selon les cas, com- 
ment sont rangées les quantités 3^, 34, M, M' ou m, m', <;.., S. 

A>o!:<'' ^^<--<^^<--' 

U>i, M<3i<M'<^!; 
, , ( S < 1, «i < M <^2 <m'; 

( 0>I, U'<34< M <=i. 

p = 2, S < I j A > o, «i'< es < 8 < m, 

p = 4, 3> 1 I A<c., m'< s <eî<m; 

p = 2, S > I j A > o, m'< ei<m< s, 

p-.i.3<i ! A<o, s<m'<e5<m. 

En combinant les résultais indiqués par ce Tableau à ceii\ que 
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i'oû trouve sur la figure [B) du Tableau (CXXXl), on obiient 
immédiatement la correspondance entre les variables z et u. Le 
périmètre du rectangle (R) du n" 598 fait son image sur les cou- 
pures du plan des z. 

Il n'y a plus maintenant ancane difficulté à établir les for- 
mules (CXXXIX). 



VI. — Réduction à la forme de Legendre. 

607. On peut, ainsi que Legendre l'a remarque, r 
ixpression diffère 



degré en v^, au moyen d'une substitution lin 

dans laquelle p et q ont des valeurs convenablement choisies. 

Quels que soient/» et g on a, en effet, 

; _ (g —p)dv 



en égalant à zéro le coefficient de c dans le produit des deux pre- 
miers facteurs sous le radical, ainsi que dans le produit des deux 
derniers facteurs, ce qui détermine p et q par les conditions 



i^r-'^^^ 



,)(.Sl-^,)(^,-3,)(g, 



le second membre de l'égalité précédente se réduit à une expres- 
sion de la forme 

^d^ 

où a désigne une constante qu'il est aisé d'évaluer au moyen de 
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A, 5),Sa,^}, 5,1. Lorsque les coefficients du polynôme donné R(s) 
sont réels, cette constante a, ainsi que les valeurs de p et de (/ 
sont manifestement réelles; dans ce cas a et 6 désigneront des 
nombres réels et positifs : on supposera «< 6. 

Le seul cas où p et 9 ne seraient pas déterminés par les formules 
précédentes serait celui où l'on aurait 5i + 5a = 23+ Zi ; mais alors 
on n'a certainement pas 3) -i-s^ = 32+5^; il suffira donc de trans- 
poser, dans l'égalité précédente qui alieu quels que soienljoet^, 
le second et le troisième facteur sous le radical, après quoi la ré- 



608. Si,d«ii 
l'on fait 



( = bc. 



on retombe sur l'un des types envisagés au n" 6OI, et il suffirait 
de se reporter à ce numéro pour y trouver les substitutions 
linéaires en x'^, qui ramènent l'expression obtenue à une expres- 
sion de la forme 

dy 

- /Kr - fil ) (.r - «2 ) ( r - «3 ) ' 

où Éi -I- e-i + fil ~~ o. Mais, au lieu de ces substitutions, il est sou- 
vent commode, quand a et 6 sont réels, et, par suite, c compris 
entre o et i , de se servir des substitutions du premier degi-é en x'^ 
et(v^ données par Legeodre dans les divers cas qui peuvent se pré- 
senter lorsqu'on combine de toutes les manières possibles les 
signes -|-, — qui figurent sous le radical, substitutions qui per- 
mettent de ramener l'expression — à une expression de la forme 

4^, où W^ (1 - w■'){^ - k-'iV'), /,■ étant un nombre rccl com- 
pris entre o et i . 

Nous supposons dans les formules qui suivent ^ et w réels, 
c positif ainsi que k' = \/T— - /r^ ; w ne doit prendre que les va- 
leurs comprises entre — 1 et + 1 ; pour chacune des transforma- 
tions, X est par conséquent supposé compris entre les limites qui 
résultent de cette hypothèse, en vertu de la formule même de 
transformation; dans ces conditions les quantités sous le radical 
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sonl posilives. Les radicans eux-mêmes sont supposés positifs: 
enfin e, e' désignent des quantités é^^ales à ± i , ayant respective- 
merit les signes de x et de w. 









k = JV 



A^ 


dx 


'X') 


>/{,- 


dx 


•,.) 


^(x^- 


dx 


■»■) 


dx 


■J!') 


>/(»■ 


dx 


— I) 



^/{x''—^){^. 



dw 

dw 
i/w 



A ces transformations, il convient d'adjoindre les deus sni 
vantes qai sont linéaires : les radicaux sont toujours suppose 
positifs. 



^'c^ 









V/(,T^-I)(.^ 



2 /w' 



Il est aisé de déduire à nouveau, de ces relations différentielles, 
les valeurs des intégrales qui figurent dans le Tableau (CXXXV). 

609. Lorsque les racines de z sont réelles, si l'on l'ail, dans l'ex- 
pression — ^, la substîtullon 



!^)C0SÎf ^(^X- 



V)" 
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on trouve 

7Z " 7h(^V- ^v)(=ir^^p) cos=» + (sp - z,) (^^- SX) sin=-n' 

Supposons d'abord A positif". Si s est compris entre j, et +co, 
ou entre — co et a,,, on supposera X=ri, |ji.=:2,v = 3, p = 4j 
quand z varie de s, à + co ou de ^oo à 3,,, s varie de o à 'fo ou 
de 3a à -. eu désignant par ço l'arc compris entre o et -- dont la 

tangente est égale à t,' ^j- Si s est compris entre z-x et s»; 

on prendra )^ = 3, |j, = 4i '' = ' i P = ^ ! quand s varie de Sa à z^, 
■f varie de o à-- En donnant aux radica\ix leur signification aritli- 

dz_ _ ■>. d-i; . _ N 

Supposons ensuite A négatif. Si s est compris entre z^ et z^, on 
prendra )> -- 4) J* — - ' ^ v=^2, p;=3; quand s varie des.ià^^, 
a varie de o à -■ Si 3 est compris entre s^ et s, , on prendra \=iï, 
jjL = 3, V ^= 4) p ^= ' i quand s varie de «^ à j,, » varie de o à -■ 
En donnant encore aux radicaux leur signification arithmétique. 



Il est aisé de déduire à nouveau de ces relations différentielles 
les valeurs des intégrales qui figurent dans ie Tableau (CXXXV). 



- Substitution quadratique. 



610. Nous allons montrer maintenant comment la réduction à 

la forme normale — —- de toutes les différentielles de la forme -7= , 

-/Y _ i/Z 

OÙ Z est un polynôme quelconque en s, du troisième ou du 
quatrième degré, peut s'effectuer au moyen d'une substitution du 



y Google 



36 CALCUL ISTÉCRiL. 

second degi'é. Noas nous bornerons an cas où le polynôme Z a ses 
coefficienls réels et admet au moins deux racines imaginaires; 
l'intérêt de cette dernière supposition consiste en ce que l'on 
peut alors choisir une substitution réelle telle que les racines du 
polynôme transformé soient aussi réelles, ce que l'on ne peut faire 
par une substitution linéaire. Les modifications qu'il y aurait à 
apporter à quelques-uns des résultats suivants, si l'on ne se trou- 
vait pas dans le cas auquel nous nous limitons, n'écliapperont pas 
au lecteur. 

Rappelons d'abord quelques propositions élémentaires relatives 
à la fraction x =^, oàV — o-z^ -\- pz + y, \ = a.'z^ -\-^'z-\--f 
sont des trinômes du second degré en s, à coeflicients réels; nous 
a'excUions pas le cas où et' est nul. La dérivée de cette fraction 
s'annule pour les racines Ç, , î^j de l'équation du second degré en ;, 

(a) Y(^)^U'V-[]V' = («p'-a'p)^=H--.(n'-^'-f)^-l-flT'-fl'T = «- 
Les valeurs x,, x^ de x qui correspondent à fj,, (^3 s'obtiennent 
en remplaçant s par Ç,, 'C^ dans ^^ > ou mieux dans la fraction du 
premier degré ^ ; x^, x^ sont réels en même temps que Çi, Ç3. 
Quand x est égal à Xx ou à x%, le polynôme en s, U — ~W x, ayant 
une racine commune avec sa dérivée, est un carré parfait et est, 

par suite, égal à (a — a'a;,) (3 — î;,)^ ou à (a — a'iC3)(s —'C,^)-. 

On en conclut que x, , x-,, sont les racines de l'équation en x 

{b) ^{w) = {^-=c -^Y^M7.'c, -■,){■{ X ^-0^0, 

qui exprime que l'équation en 5, U — V^ = o, a ses racines égales. 
Des remarques antérieures et des relations 

:?(^) = (ï(i'-a'^)(s-;,)(-~;3), 

il résulte que le polynôme en 3, V-i ( y } ' est égal au carré de 
ffi (s) multiplié par un facteur constant que l'on trouve aisément 
être égal à 1 en comparant les coefficienls de z"; on a donc l'i- 
dentilé 

[O V=i(^)=9H^) = (r--i-^'ï')(IJ"-V^,)(U-V^.). 
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Quand les racines de V sont imaginaires, la réalité des quan- 
tités î^i, 1^3, ^1, x^ apparaît aisément sur les équations (a), (b). 
En effet, d'une part, en remplaçant, dans <i(s) ^ U'V — UV, 
2 par la racine —-:~ de V, oq trouve le même résultat qu'en fai- 
sant la même substitution dans U'V; or V est alors du même signe 
que a'; U' se réduit à —'—, — ^; U'V est donc de même signe que 
ol'P — œp', c'est-à-dire de signe contraire au coefficient de ^^ 
dans ff>{s) ; i^, et Ç3 sont donc réels et comprennent entre eux le 
nombre — — ,- D'autre part, si dans '^{x) on remplace x soit 
par— soitpai--!; le résullal est positif, par conséquent de signe 
contraire an coefficient de x- dans i(^); x,, x^ sont donc réels 
et comprennent entre eux ~,i -ï^- Enfin, comme .x, et x^ se dé- 
duisent de i^i, Ç;, en remplaçant ; par %,, %s dans ■ ,^ ' ^, , on a 

puisque — , est compris entre ^1 et 'C,, !e dénominateur est né- 
gatif; il en résulte que Ç,, t^j sont rangés, ou non, dans le même 
ordre de grandeur que x,, X3, suivant que afi' — a' fl est négatif 
ou positif. 

Dans le cas que nous aurons encore à examiner, où U a ses ra- 
cines imaginaires et où a' est nul, on voit de même que i^,, (^3 sont 
réels et comprennent la racine — ^ideV; que X|, ^3 sont de signes 
contraires, parce que leur produit est négatif; enfin que ^i, î^a sont 
rangés, ou non, dans le même ordre de grandeur que x,, œ,, sui- 
vant qTie ap' est positif ou négatif. 

6il. Ceci posé, désignons parZ un poljnome du troisième ou 
du quatrième degré, à coefficients réels, admettant deux racines 
imaginaires conjuguées S,, s^; nous désignerons par s-j, Si les 
deux autres racines (réelles ou imaginaires conjuguées) si Z est 
du quatrième degré, par a, la racine réelle unique si Z est du 
troisième degré, en sorte que, en désignant par A, a des constantes, 
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Z sera, aiiivaiH, les cas, de l'une ou de l'autre des deux for 



en posant 

U = (s - ^,) (= - -^0, V - iz - s,) (z - z,)., 
si X est du quatrième degré; 

\]-^{z^z,)(z~z,), y = z-z,, 

si z est du troisième; les coefficients a, . , . , y de U, V" sont réels 

et s 'es prime m immédiatement au moyen des racines de Z. On 

aura alors, en convenant de remplacer A par a quand Z est du 

troisième dcgriî, 

Z r.. AUV = AV^a^, ^ = f^, 
dz V^ 

d'où, à cause de l'identité {(,'), 

„ „ dz V ds: dœ 



les radicaux étant liés par la relation 

qui montre, en supposant tout réel, que les radicaux sont ou non 
de même signe, suivant que Q{a) est positif ou négatif. La même 
égalité montre que Z et Aa:i(^) sont de même signe pour des 
valeurs correspondantes de x et de .;. 

612. Plaçons-noiis d'abord dans le cas, où Z étant du troisième 
degré, U a ses racines imaginaires; i^, et Çs sont alors réels; en 
supposant Ç, >■ Ç3, on aura, par les remarques précédentes, 
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it réel, s doit être compris entre — co et z^ on 
entre Sj et -+- eo, suivant qne « est négatif ou positif. Le Tableau 
suivant indique la correspondance entre les valeurs de z el celles 
de x; dans la première ligne les valeurs de z sont rangées par 
ordre de grandeur croissante; la troisième ligne contient le signe 
de fû(s); X augmente ou diminue quand z croît, suivant que ce 
signe est + ou — ; x^ est un maximum, x, un minimum : 



Signe de f(z) I -■- 

Dans l'égalité r-7^ ■--= ±7-, — , ) on preudradooc 

le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que z n'est pas ou 
est compris entre Ç3 et Ç, . 

En appliquant par exemple le résultat h la diflerentielle 

- . où l'on suppose e- réel, e,, es imaginaires con- 

juguées, en sotte que, comme on l'a l'ail observer au n" 39-4, 
^62 — 61, ^63 — e-j sont aussi imaginaires conjuguées, on esl 

amené à faire la substitution x = — — ■ et les quantités 

désignées plus hanl par Ç, , Çj, x, , Xg sont ici 

U -^ ^2 -^- V"! —ë; v/ej — e,, 
Ï3 == es — v/(î2 — e, i/ei — e, , 



Au lieu de cette siibstilution, afin d'obtenir un polynôme dans le- 
quel la somme des racines soit nulle, faisant la substitution 



nous obtiendrons la relation 



ei) (2 - es) (^ - ea) 1 1 s/ïîy - e,; ( j - E^) {j - 
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en posant 






Es = — 



H imporLe de remarquer que les quanlUés E), E^, lîj sont réelles. 
En supposant s >ea, on aura x''J>x,, donc^ > E,, et l'on devra 
prendre, dans le second membre de l'équation (rf), le sig'ne + ou 
le signe —, suivant que a est compris entre %, él + f», ou entre 
«2 el 'Ç,; si z doit varier à la fois dans les deux intervalles, on 
fractionnera l'intégrale. 

Le résultat que nous obtenons ainsi coïncide avec la relation 



;i)»p(.,i.o„...) + |i^ 






qui résulte aisément des formules (X,X[I) ou (XXiV) et des for- 
mules de transformation linéaire. 

613. Supposons maintenant que Z soit du qiialrième degré, on 
aura alors 

= (Zî-J- Si— z,-- z,)z' — a(îjSt — 3,^3) z 

-:- (z, -^- zs) z^Zi -- (3, ■+- Zi)s, z-j 
^.(z^^z,--z,~z,)(z-!:,){z-i,)., 

4^(37) .- [z^.^z,-(_^i-^.-Z,)^]'--H_X-l){Z,Z,ie-ZiZ,) 

= {z,-z,y(^-^,)(,'^~^,). 

2i;i — zi — as itU~z, — Zi 

*' ^'-{^z,-z,~z,){^z^~z,~z,y 

puis, en posant A.| = A(;i — -s)": 



a^, = - 



(CXLI) { . 

I v/A.ta7(g — a^i)(a^ — 3^3) 
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llfaulloutefois remarquer que celles de ces formules oi figurent 
î^i, Ça doivent être modifiées si cj){;) se réduit au premier degré, 
c'est-à-dire si Sj H- s^ — z, — s^ est nul ; nous écartons ce cas pro- 
visoirement. Les quantités Ç,, ï^a, x,, Xg sont réelles; ~ est 

compris entre i^, et !^j, i et -^—^ sont compris entre x, et a;,. Si s^ 
et Za sont réels, a;, et ^j sont de signes contraires; d'ailleurs fp(Si) 
et f{Zi) sont de signes contraires; il j a donc une des racines i^, 
et 1^3 comprise entre Zj et 34.81 Ss et s^ sont imaginaires, Xf et 3:3, 
qui sont de même signe, sont positifs, puisque l'un de ces nombres 
est plus grand que i ; nous prendrons pour x, le plus grand des 
deux; A, est de signe contraire à A. Nous avons tout ce qu'il faut 
pour dresser le Tableau suivant, comportant deux cas suivant le 
signe de Z2-\- Zt— z, — z^; dans chaque cas la première ligne 
contient les valeurs remarquables de 2 rangées par ordre de gran- 
deur croissante ; la dernière ligne contient les signes de cpÇs) dans 
chaque intervalle; suivant que ce signe est + ou — , x regardé 
comme une fonction de s esl une fonction croissante ou décrois- 
sante. Enfin, on a fait figurer z^ et Zi parmi les valeurs remar- 
quables de s en choisissant z-i<, 3^. Ces quantités, ainsi que les 
valeurs zéro de x qui leur correspondent, doivent être effacées si 
elles sont imaginaires. 



Signe de ?(=)! „ _ + .- - 

Lorsque s^ et s^ sont réels, A peut être positif ou négatif; dans 
le premier cas, z doit être compris entre ■ — ^00 et s^ ou entre 3.1 
et -(-«o; dans le second cas, entre Sj et S(. Si l'on a, par exemple, 
Si-|- 24 >-s,-h-aj, A >> o, 5-<S2. X est positif et plus petit 
que 3;) ; d'ailleurs Â| est négatif; la quantité A, (x — a:i){x — x^) 
esl positive. Les deux radicaux doivent être pris avec le même 
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signe lanl que s reste compris enlre — oo et i^,, avec des signes 
contraires tant que ; est compris entre t,, et j^; si = traverse la 
valeur i^,, le chemin d'intégration devra être fractionné de la li- 
mite inférieure à ÎJ,, de i^i à la limite supérieure. Le Tableau pré- 
cédent permettra dans tous les cas de supprimer toute ambiguïté. 
SiZï, ^.1 sont imaginaires, A doit être supposé positif, donc A, 
négatif. On reconnaît sans peine que x doit ètrecomjn-is entre a^i 
et aia, et le Tableau permet toujours de lever l'ambiguïté de signe- 
Il reste à examiner le eas où l'on a s^-l-s.i = z,-t- Sg. L'équa- 
tion («) se réduit alors à 



La formule (CXH) subsiste; mais i 
l'une des racines Xi, Ws est égaie 
tî^— ^4'; on a d'ailleurs, dans ce ca 



^). 



; remarquer qui 
■utre est égale : 



(3, — 3i)a _ j(gt-at — -gi-s») . 



a;^_ — 1 dans le cas contraire. Le Tableau qui donne la eorrespoi 
dance des valeurs de s et de .v est alors le suivant : 



Signe de y(^ 



Signedeç(s)l 



Quant à la supposition .,^ 



.=,3,, on doi 
égales aux ra 



614. En appliquant ce qui précède au eas où L est un trinôme 
bicarré ayant au moins deux racines imaginaires, oo obtient les 
résultats suivants, dans lesquels on a fait figurer d'abord la trans- 
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formation employée, puis les limites entre lesquelles doivent rester 
les variables pour que les expressions sous les radicaux soient po- 
sitives, enfin la relation différentielle. Tout est supposé réel. 



1 <jKÏz^^V)'(i-' 



s outre i el - 



(^E.sgnric'- 


.1)^ 


1 


\<IHi'^,){it 


H-t 


^■)1 


2-+3C3 COSB 4 


-r> 





|/4A^(i-*)(c=a:-0r 
X compris entre tang=-- et 



\ ^KKz'^^^rz cûsS -H rî)(3î- 2^2 cos8 +r*) | 

Le lecteur pourra appliquer ces formules aus diffé ce lUi elles 
11^3 dz dz 

615. Lorsque non seulement les coefllcients de Z mais aussi 
le chemin d'intégration est réel, on a maintenaut tout ce qu'il 
faut pour ramener directement l'évaluation d'une intégrale quel- 
conque de la forme / -— à celle d'une intégrale du type nor- 
mal de Weierstrass / — ^- ou à celle d'une intégrale du type 
normal de Lettcndre / — ■ où /f- est réel et com- 



yGoosle 



i-l CALCUL INTÉGRAL. 

pris entre o et i. On évite ainsi les transformations que nous 
avons étudiées à la fin du Chapitre VII du Tome III. 

Quand les racines de Z sont toutes réelles, on fera t'nne des 
transformations linéaires indiquées; dans le cas contraire, on 
commencera par faire l'une des transformations quadratiques 
qui conduisent :'i un polynôme dont toutes les racines sont 
réelles. 
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INTÉGRALES ELLIPTIQUES. 



I, — Evaluation des intégrales elliptiques. 

616. On appelle intégrale elliptique l.oule inlégrale de la 
forme j ^\x, \J'j^) dx, où X est un polynôme en œ du troisième 
ou du quatrième degré, à racines inégales, elF^a:, v^X) une fonc- 
tioD rationnelle de x et de \/X. Soil par la substitution linéaire 
(CXXXIl), soit par un autre procédé qui sera étudié au Chapitre 
suivant, (CXLTII), on peut ramener une telle intégrale à la forme 
f fiy, \/^)dy, où Y := ^y' — g.,y — g^ est un polynôme à ra- 
cines inégales et oi\f{y, v'Y) est une fonction rationnelle de y 
et de \/Y. 

Supposons que l'intégrale proposée soit une intégrale définie, 
prise le long d'un chemin (^) allant du point x„ au point X\ , et 
ne passant ni par une racine de X ni par un pôle de F (a;, v/X); 
le long de ce chemin (x) convenons d'entendre par y/X la déter- 
mination de cette fonction qui résulte, par continuité, de cette 
même déterminalion pour un point particulier, pour Je point ini- 
tial Xa, par exemple. On pourra, en appliquant le théorème de 
Cauchy, substituer au chemin (x) un chemin ayant les mêmes 
extrémités et qui soit équivalent au chemin {x), c'est-à-dire qui 
conduise à la même valeur de l'intégrale. On peut donc, si l'on 
veut, supposer de suite que le chemin {x) se compose de segments 
de droite ou d'arcs de cercle. 

Si l'on emploie la substitution linéaire (CXXXIl,), les pro- 
positions du n" 597 feront connaître le chemin [y) correspondant 
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ail chemin [x) ; l'intégrale Jfiy, \jy) dy doil êlrc prise le long 
de ce chemin i^y). La détermination de \/Y pour un point quel- 
conque;»' du chemin {y) résulte de celle de \/\ au point corres- 
pondant ;c du chemin {x) au moyen de la formule (CXXXITî): 
on obtiendra ainsi, en particulier, la détermination initiale ^/Yd 
de \/Y pour le point initial j^o correspondant au poinlxo- 

Si l'on fait ensuite la substitution jf'^ p(«; ^2, ^a) et si l'on 
détermine, dans le plan des u, un chemin («) correspondant aux 
chemins {y) et {3;) par les formules 

où les intégrales sont prises le long des portions des chemins (y) 
ou (x), qui partent des points yo ou Xg pour aller aux points y 
ou œ, et où Ud est l'une quelconque des valeurs de u qui satisfont 
aus équations concordantes 

on aura, tout le long des deux chemins (y) et (u), en deux points 
correspondants, les relations j- ^3 pu, ^/Y — - — p'«, et l'on sera 
ramené an calcul de l'intésrale 



//(p.., 



-p'u)p'udii. 



où le signe / porte sur une fonction doublement périodique, et 
où la variable doit suivre un chemin connu («). L'évaluation d'une 
pareille intégrale a été traitée au Chapitre VIII du Tome III. 

Quant à la détermination du chemin (u), observons d'abord 
que ce chemin se réduit à une portion de l'axe des quantités 
réelles si l'on n'a affaire qu'à des fonctions réelles de variables 
réelles; on n'a alors qu'à en déterminer les extrémités. Lorsque 
les coefficients de X, Y sont réels, les variables x, y étant d'ail- 
leurs quelconques, nous avons donné au Chapitre IX tous les dé- 
tails nécessaires pour l'évaluation des intégrales / — —=' ( — ,-- 

qui figurent dans la formule (i), et l'on poui-ra donc, dans ce cas, 
déterminer le chemin (a) avec autant d'approximation qu'on le 
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voudra : on n'a d'ailleurs pas besoin de déterminer les points in- 
termédiaires avec aulanl de précision que les extrémités u^, «i. 
parce que, pour l'évaluation de l'intégrale de la fonction double- 
ment périodique, on peut remplacer le chemin (k) parun chemin 
équivalent; toutefois, on doit se rendre compte de la façon dont le 
chemin (w) est placé par rapport aux pôles de la fonction double- 
ment périodique. 

Il est à peine utile de dire que l'on petit tout aussi bien rame- 
ner l'intégrale proposée à une intégrale de la forme ff\z,\fL)dz, 
oii Z est de la forme (i — 3^){i —■ k^z-) et où /(a, \/Z) est une 
fonction rationnelle de s et de \/Z; par la substitution 3 = snM, 
^Z=^sn'((, on est ensuite ramené à l'intégration d'une fonction 
doublement périodique. 

617. Il nous reste, relalivemenl à la détermination des pôles et 
au développement de la fonction doublement périodique dans 
leur voisinage, à donner quelques indications qui n'ont, pas trouvé 
place dans le Chapitre VI du Tome IH, 

En posant, pour abréger, y ^ pu, y ^ p'u, la fonction dou- 
blement périodique que l'on a à intégrer peut être supposée mise 
sous la forme 

?'"'- 1Î+ s/ 

en désignant par P, Q, R, S des polynômes en y de degrés res- 
pectifs a, p. Y, S, poljnomes que l'on peut supposer sans plus 
grand commun diviseur. 

On reconnaît tout d'abord, en remplaçant dans cette expres- 
sion y et y par ^ -1- ^^ -h ..., ^ + ^^'^ -!-..., que o est un 
pôle de f{u) lorsque le plus grand m des nombres a», 2 p -i- 15 est 
supérieur au plus grand n des nombres ay, 2 5 H- 3; l'ordre de 
multiplicité du pôle o est m — « = p.. Si l'on ordonne le numé- 
rateur et le dénominateur de 'f{u) suivant les puissances crois- 
santes de u, que l'on effectue la division du numérateur par le 
dénominateur jusqu'à ce qu'on ne trouve plus au quotient de 
puissances négatives de m, puis que l'on mette ce quotient sous 
la forme 

A- -,-AiD - ^,VjDl'> --)-.... ■..-Au.-iD'l'-" -- 
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la parue de <f{u) fini correspond au pôle o, c"esl-à-dire la parlle 
de 'f{u) qui devient infinie pour ti = o, sera (n" 358) 

A :; 11 -:- A, Ç' (i • A , Ç" « -h . . . -:- Aji_, z,'v--» u. 

Considérons maintenant un pôle u •-'■- a de 'f{ii) qui ne soit pas 
congru à o, modutis 2 W|, awj. Le numéfatenr de '-f ( w) étanl fini, 
le dépominaleur doit être nul pour «=:=«; on résoudra donc les 
équations simultanées (:ny,y' 

Soit j' ^= 6, _^'^ fo' une soin lion de ces équations et w --« une 
solution des équations yiu= b, ,p'k := b' \ u^a sera un pôle, si 
P + Qy n'est pas nul pour y --= b, y' ^^ b' . Pour s'assurer dans 
tous les cas que a est iin pôle, et pour trouver la partie corres- 
pondante de 'f{f*)i on pourra ramener ce cas au précédent en 
faisant le changement de variable m :^ v -I- « ; les formules d'addi- 
tion permeUront d'exprimer p{v-{-a),^'{v + a) rationnellement 
en pc, p'v, b, b' et de transformer »(«) en une fonction ration- 
nelle de pv, pV. On peut aussi, pour obtenir les premiers termes 
du développement de (p(a + i>) suivant les puissances croissantes 
de f, remplacer p{a-\-v)^ p'(«+c) par leurs développements 
de Taylor suivant les puissances croissantes de c, ordonner le nu- 
mérateur et le dénominateur de tp{a-l- c) suivant ces mêmes puis- 
sances, effectuer enfin la division en ne gardant au quotient que 
les puissances négatives de v. Il n'est pas inutile d'observer que 
l'ordre de multiplicité de la racine b de l'équation 

est l'ordre de multiplicité du pôle a, dans le cas où b n'est pas une 
racine commune à R et à S, on b' n'est pas nul, et où P + Qy' 
n'est pas nul pour y=è, y' -~ b' ; autrement, l'ordre de multipli- 
cité est abaissé. 

Ayant déterminé l'un après l'autre les pôles distincts de ■■?(«), 
puis les parties correspondantes de »(«}, la somme de toutes ces 
parties sera égale à la fonction »((;), à une constante additive près, 
que l'on pourra déterminer en donnant à u une valeur arbitraire, 
par exemple la valeur o, si o n'est pas un pôle. Si donc on reprend 
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les nolalions du n" 358, en écrivant loiUefols f{u) à la place de 
/{«),ona.ra 

et toutes les constantes qui figurent dans le second membre se- 
ront connaes. La somme A"' -:- ...-'- A'^' est nulie. 

618, L'intégrale indéfinieytp(M)rfM est, en général, une fonction 
linéaire de u et de termes tels que logrf(H — a), ^(u~a), p(u — a), 
p'(u — a), .... « étant un pôle quelconque ; à cause des formules 
d'addition (VII3) et de celles qu'on en déduit en. prenant les dé- 
rivées, on voit aisément qiie cette intégrale indéfinie contient un 
terme en «, un terme en î^m, une fonction rationnelle de pu, p' u 
et autant de termes en logrf(« — a) qu'il y a de pôles a pour les- 
quels le résidu correspondant n'est pas nul. 

Pour que cette intégrale soit une fonction univoque de u, il 
faut et il suffit qu'elle ne contienne pas de logarithmes, c'est-à-dire 
que cliaque résidu A''' soit nul (1 = i, 3, . .., v). Pour qu'elle soit 
une fonction doublement périodique de u, avec les périodes 2W( , 
2W3, il faut et il suffit qu'elle ne contienne ni logarithmes, ni 
terme linéaire en h, ni terme en Ç{ii), c'est-à-dire que l'on ait 



On obtient ainsi les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
l'intégrale jFi^x, \/X.)dx s'exprime rationnellement en x, \/S. 
Il peut arriver que cette dernière intégrale soit la somme d'une 
fonction rationnelle en x, y'X et de logarithmes, multipliés par des 
constantes, de telles fonctions. Elle est dite a\ors pseudo-ellip- 
tique. Les conditions pour qu'il en soit ainsi sont beaucoup plus 
cachées. Nous nous contenions de signaler ce problème, sur le- 
quel le lecteur trouvera d'intéressants développements dans le 
dernier Chapitre du second Volume du Traité des /onctions el- 
liptiques d'Halphen. 

T. et M. - IV, 4 
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II, — Réduction de Legendre 



619. Eti se plaçant à un lontanLre point de vue, Legendre a mon- 
Ué que l'évaluation d'une intégraledeiaforme rF(a;, y'X) dx se 
ramenait à des intégrations élémentaires et à l'évaluation d'inté- 
grales rentrant dans trois types simples. Bien que le proeédé d'in- 
tégration que nous venons de décrire dispense d'appliquer le mode 
de réduction de Legendre, ce mode de réduction n'en garde pas 
moins un intérêt propre, non pas seulement parce qu'il peut être 
pratiquement utile dans cettains cas, mais surtout parce qu'il est 
l'origine de la classification des intégrales en intégrales de pre- 
mière, de deuxième et de troisième espèce, classification qui s'é- 
tend de la façon la plus naturelle ans intégrales de la même nature 
(dites hyperelliptiques) où le radical porte sur un polynôme de 
degré supérieur au quatrième. 

Tout d'abord, l'expression F(ar, i/X), mise sous la forme 

— i— i-^, où P, O, R-, S sont des polynômes entiers en x, se ra- 
mène, en multipliant en haut et en bas par R ■ — S y/X, à la forme 

M + -j=i où M, N sont des fonctions rationnelles en x. La pre- 

V X 
mière partie s'intègre par les fonctions élémentaires. En décompo- 
sant N en fractions simples, on ramène l'intégration de la seconde 

partie à celle d'intégrales de la forme / —=- ou / -r=, 

que nous comprendrons sous le lype unique 



X,, ^ 



r (x-a)Pdx 
~J v/X ' 

) est un nombre entier positif ou négatif. Si l'on pose 

X = A(^-<^)' + 4B(^-«)' + 6C(^-(.)^ + .1D(^-«)^ 

i l'identité 



i[(«-<.)'Vx] = 



).-X + -i(»-a)'X ' 



/X 
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OÙ r esi un eruier quelconque et où X' est Ja dérivée de XI, on 
U'ouve, après avoir intégré, 

(.■ + a)ÂX,M.3H-a(2;--3)BX,.^î-.-6(r--i)CX..., 

Si E n'est pas nul, c'est-à-dire si a n'esl pas racine de X, on peut 
résoudre cette équation par rapport à X,._(, tant que r n'est 
pas nul ; si E est nul, D n'est pas nul, sans quoi X admettrait la 
racine double a, et l'on peut toujours résoudre l'équation précé- 
dénie par rapport à Xr- 11 résulte de là que si p est négatif, X^ 
peut toujours s'exprimer au moyen d'intégrales analogues à in- 
dices positifs ou nuls, de X_, etde quantités algébriques. 

Pour ce qui est des intégrales à indice positif, elles se ramènent 

à la forme / ■ ". - ; nous continuerons à les désigner par X^ et 

J_ \/X 
nous emploierons la même formule de réduction en supposant 
a = o et en regardant A,B, C, D, E comme les coefficients mêmes 
du polynôme X. On peut alors résoudre la formule de réduction 
par rapport à X^+a si A n'est pas nul, par rapport à Xr+a si A est 
nul; on voit donc, si A n'est pas nul, que X3, Xj, Xj, ... s'ex- 
priment au moyen de Xo, X,, Xj, et si A est nul, que X2, Xj, 
Xj, . . , s'expriment au moyen de X^, X, . Dans le premier cas, 
on peut pousser plus loin la réduction ; cela est évident si X est 
bicarré, car alors X, se ramène aux transcendantes élémentaires 
en prenant x^ pour variable. 

Bo rnons-nous aux cas où X a l'une des formes {i — a;^)(i — /r^2T^), 
^a:^ — ^2^ — g'y. On voit qu'on n'a à considérer que trois types 
d'intégrales, qui sont, dans le premier cas, 

/dœ rx'^dx r d.T 

7^' J V^"' j ï^^aW^ 

et, dans le second cas, 

r dx Ç xdx r dx 

J /I' J 7^' J {x~a)^X 

Ces intégrales sont dites respectivement intégrales elliptiques de 
première, de deuxième, de troisième espèce. Le type des inté- 
grales de seconde espèce change avec la forme de X. 
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620. Ces mêmes dénominalions sont employées avec des signi- 
ficalions différentes, que nous expliquerons tout à l'heure, el qui 
d'ailleurs permettent toujours de dire, comme le lecteur s'en con- 
vaincra sans peine, que l'évaluation d'une intégrale elliptique se 
ramène à l'évaluation d'une intégrale de première espèce, d'une 
intégrale de deuxième espèce et d'une ou plusieurs intégrales de 
troisième espèce. Mais, en restant encore un instant au point de 
vue où nous nous sommes placés, nous voulons remarquer que si 
l'on regarde les intégrales ci-dessus comme effectuées le long d'un 
chemin et comme fonctions de leur limite supérieure x, c'est-à- 
dire de l'extrémité finale de ce chemin, l'intégrale de première 
espèce reste finie quel que soit x, même pour x infini, tandis que 
l'intégrale de deuxième espèce devient infinie avec x, et que l'in- 
tégrale de troisième espèce devient infinie comme log(x — a) 
quand x s'approche de a. Les fonctions de x ainsi définies restent 
d'ailleurs holomorphes dans toute aire limitée par un contour 
simple, d'où le chemin d'intégration ne doit pas sortir, et où 

-L ("s'il s'aeit des intégrales des deux premières espèces) , — —z 

/X^ ^ ^ ^ ^ -"(^_«)^/X 

(s'il s'agit de l'intégrale de troisième espèce), est une fonction 
holomorphe de x. Mais les choses se passent d'une façon un peu 
différente aux environs du point co, suivant la forme de X. En 
nous bornant par exemple aux intégrales de première espèce, si 
l'on fait la substitution a: = -, on aura 



r eh; _ r 



or, dans le voisinage du point z^^^o, qui correspond au point 
X^=ca, -7^^^^^^^^^^= est une fonction holomorphe de z, mais 

non , - — ; nous aurons l'occasion, à propos des no- 

talions de Weierstrass, de revenir bientôt sur le second cas. 
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III. — Notations de Jacobi. 



621. Nous avons maintenant à expliquer quelques nolalîons et 
expressions qu'il est indispensable de connaître. 

Supposant k réel, positif et plus petit que un, et désignant 
par iip, on o est un angle réel, ta détermination positive du rj- 
dical s/V— k^ sin^tp, Legendre pose 

et appelle F{cfi), E(rp) fonctions ellipiiqnes de première et de se- 
conde espèce, F"' et E'" sont les fonctions complètes. 

Le mot fonction elliptique a pris,depuis Jacobi, un sens entiè- 
rement différent : on entend généralement sous ce nom les fonc- 
tions que nous avons désignées sous le nom de fonctions double- 
ment périodiques du second ordre. 

La fonction F(tp) de Legendre n'est autre ctiose que l'intégrale 

elliptique de première espèce (n" 619) / ■■- ■ 

dans laquelle on a remplacé x par sintp, La fonction E('f ) de Le- 
gendre est égale à F(ffl) ^ /r* / ' </y; c'est donc une combi- 
naison linéaire d'une intégrale elliptique de première et d'une 
intégrale elliptique de seconde espèce (n" 619). 

Legendre a encore introduit la notation n(«,!p), où /( est un 
paramètre, pour désigner l'intégrale 

r^ dtf r' ^'^y 1 f^~ î^"?— ^ ■ 

J„ (i-T-nsin''(p)4tp ^J^ (,_^rr^si,i^)i^~"J„ (i-l-/^isiiiç)A¥' 

c'est, en conservant la définition du n''6i9, la somme de deux in- 
tégrales elliptiques de troisième espèce, intégrales dont la diffé- 
rence s'exprime d'ailleurs au mojen des fonctions élémentaires. 
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Il peut n'élrc pas inutile d'oUserver qae la vaitiiir de, ia csl 
toujours comprise entre k' et i, et que l'on a, pour chiujoe va- 
leur de ff, itpScos'f, 

622, Jacobi a inlroduit d'autres notations, sur lesquelles nous 
insisterons un peu plus. Les fonctions de la variable u, qu'il a dési- 
gnées par les notations am», co amu, E(m),II(«, a), peuvent être 
définies par les formules 

amit= f dniidu, ko amit = 3ni(K - «)- 
h{u)=: I âa^udu, IÎ{u,<,-)=J ^_^,g„a„snnt ' 

dans la dernière desquelles o; est un puramètre. Le module k doit 
être regardé comme une donnée, différente de o et de ï. 

Les quantités que Jacobi désigne par R, K' coïncident avec 
celles que nous avons désignées par x(^°), x'{fc'^); la quantité 7, 
qui permet de construire les fonctions sn, en, dn (n"' 518, 306, 
formules LXXIn,7,8, XXXVllj^î), et qui figure dans les définitions 
précédentes, est supposée égale à -rj-> Les notations am(M, ^), 
E{ît, A), ... au lieu de am«, E(m), ... s'entendent d'elles-mêmes. 
Lorsque k est réel, compris entre o et 1, la quantité K de Ja- 
cobi coïncide avec la quantité F"' de Lcgendrc. 

623. Considérons d'abord la fonction smii. La fonction dnit ad- 
met pour pôles les points 2 /iK + (3» + 1) iR', en désignant par /i 
et n' des entiers ; les résidus correspondants sont égaux à ± i. Si 
l'on se borne à assujettir le chemin d'intégration à ne pas passer par 
ces pôles, on voit donc que la fonction amw n'est définie qu'à un 
multiple près de ait. La fonction dn u est holomorplie à l'intérieur 
de la bande limitée par les deux parallèles qui sont le lieu des 
points Ri ± iK! quand on fait croître la variable réelle f de — oo 
à -i-oD. On peut donc regarder am« comme une fonction bolo- 
morpbe à l'intérieur de cette bande, qui, dans le cas où fr^ est 
réel et plus petit que un, comprend l'axe des quantités réelles. 
La fonction am« est évidemment impaire. 
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An reste ces résuUats apparaissent encore sur l'une des for- 
mules (CXV,), 

y àniida--i]oi^(<,nu-imu). 
La même formule montre iL|ue l'on a 

d'où, en changeant u en — », ajoutant et retranchant, on déduit 
(Cil,) sin.nw, = sni(, cosam« = cr,«. 

«24. Si l'on se replace dans le cas où k^ est réel, compris entre o 
et I, on voit aisément, à l'aide des formules précédentes et de celles 
c^ui donnent les dérivées, par rapporta», de sn«,cnK, dni(,queles 
fonctions A3,F(a) de Legendre se réduisent àdnw et m quand on 
y remplace f par am u. 

C'est en réalité la fonction inverse de F(ffl) que Jacobi a de- 
signée par am«; en d'autres termes, il a regardé la limite supé- 
rieure f de l'intégrale / -^ comme une fonction de la valeur u 

de cette intégrale, et il a appelé amu cette fonction. Dans les 
mêmes conditions, i(amM) n'est autre chose quedn«. Depuis 
Jacobi, on désigne parAamu, quels que soient u et k^, exac- 
tement la fonction de u que nous avons désignée par dn u. 

En regardant amu comme une fonction holomorphe de u dans 
la bande définie plus haut, on aperçoit immédiatement les rela- 



Quand « augmente par valeurs réelles et que k'^ est compris 
entre o et i , on voit immédiatement que la fonction am u augmente 
toujours; son signe est celui de u. 

Les expressions de sincoam«,coscoamM, ico amw, au moyen 
de sn(i, cni(, dnw, se déduisent immédiatement de la définition 
de coam« et des formules (LXXII^). 
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025. LafoncUonE(«)deJacolHosUinivoqiic; on voit (n" 432) 
qu'on peut écrire 

le nombre E est égal (n" 432) à f dti-udu\ on voit qu'il estégal 

« E(K) ; c'est ]e E'" de Legendrc. 

Le théorème d'addition de la fonction 'Q conduit de suite aux 
théorèmes d'addition des fonctions Z(m), E(«), à savoir : 

7.(a)-Z(a)-7.i^a-a)-.E(a)-E{a)~E{a-a) 

on en tire aisémenl, la relation 

(a) iZ(a)-Z{a-:..u)^Z{a-u)^ " '"' ■^" — ■■ 



Signalons encore la fonclion il{u), introduite aussi par Jacobi 
cl définie par l'égalité 

On voit comment, dans cul ordre d'idées, s'introduit la fonction 6. 

626, La fonction II(i(,!7.) de Jacobi s'exprime au mojen des 
fonctions Z, 0; celle expression s'obtient en appliquant les règles 
générales d'inlégration, ou en intégrant, entre les limites o et u, 
les deux membres de l'égaillé («); on trouve ainsi 



(Cil,) n(„,«) = «Z(a)- ^ log ^_z^y 

ou encore, en tenant compte de la définition de Q(«), 






Dans ces deux formules, la détermination du logarithme dépend 
en généraldu chemin d'intégration {n" 501); il est à peine utile 
de signaler le cas, fréquent dons les applications, où le second 
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membre doit être réc! parce que le premier l'est évidemment. Ou 
a, en particulier, 

(Cllio) n(K. a) = KZ(ï) --^KE(a)--ïE. 

L'expression de n(fi, a), ati moyen de la fonction Ù et la défi- 
nition de cette fonction, mettent en évidence que la dérivée de 
n(w, a), prise par rapport à M, s'exprime an moyen de E(u); il 
en résulte ce théorème de Jacobî : 

La dérivée d'une intégrale elliptique de troisième espèce, 
par rapport à l'intégrale elliptique de première espèce prise 
comme variable, s'exprime au moyen d'intégrales elliptiques 
de première espèce et d^ intégrales elliptiques de seconde es- 
pèce. 

Le théorème de l'échange du paramètre et de l'argumedl. s'ex- 
prime par ta formule 

ii(«, ce) -n(a, «) = wZ(a} - « z(«), 

où le second membre devrait être augmenté d'nn multiple de a-7:/ 
si on laissait aux fonctions H toute leur indétermination. 

Le théorème d'addition de la fonction II s'exprime par la for- 
mule 

'2'°Se(«+ic)e(^ + a)eu+^-=.) 






[1 — ^2 sn' (w — a) sD'(y — a)] [i — k^ sn^n sa^ (w i- i> -1- a)] ^ 
-Z(a+« ) + Z(g-HP) - H Z( « + tK' ) -Z(c-<-tK ') 
Z(„_„)_Z(=.-<.) + Z(«-,'K')-Z(i.-(K'} ■ 



deWei 



IV. — Notations de Weierstrass ( ' l. 
l7. L'intégrale elliptique normale de première espèce, au sens 

---- . oi'i Y I - ,i v^~ <r„v — o'o ! on 
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ia désigne par J [y, y/ï^) : cette intégrale n'est délermiûée que si 
l'on ae donne la valeur initiale de \^/Y et le chemin d'intégration, 
C(ui ne doit passer par aucun des points e,, e^, e^, et Je long do- 
quel les valeurs de \/Y se déduisent par continuation de la valeur 
initiale. A cause de la limite supérieure, quelques remarques 
concernant ce chemin sont nécessaires. 

Considérons un cercle décrit de l'origine comme centre et con- 
tenant à son intérieur les points e,, Cs, e^ ; désignons par S la 
région extérieure au cercle, dans laquelle on regarde comme 
une coupure la portion de l'axe des quantités négatives qui est 
extérieure au cercle, en sorte que la région S est limitée par le 
cercle et cette coupure. Dans S, —- est une fonction holomorphe 
de y, déterminée dès qu'on se donne sa valeur en un point : elle 
peut être représentée par une série '$ I -z-\ entière en -jzii ne 

conienanl que des puissances impaires de --= et commençant par 
V7 



I terme en 



j~.-] • Au point de S OH l'on se donne la détermina- 
tion de i/Y, l'égalité -^ = '£ j -^^ | détermine sans ambiguïté lu 
valeur de ^j, qui est dès lors déterminée dans toute la région S. Si 
l'on désigne par <S, ( -7= j la série entière en —^, commençant par 

un terme en —^, dont les différents termes ont pour dérivées, par 

vy 

rapport à y, les termes correspondants de 'i' ( -7- )' changés de 
signe, il est clair que l'on aura 



.ri^Mé) 



quel que soit le chemin d'intégration, pourvu qu'il ne sorte p 
de S. Si la fonction pK est formée avec les invariants ^2, §3, da 
la même région S, les égalités pif^j^, p'u = — \/Y définisseï 
à une constante additive près de la forme 2H(i)| + a n'ws, 
comme une fonction holomorphe do_y; cette fonction ne p( 



y Google 



INTÉGRiMÎS ELLIPTIQUES. 69 

différer de 'J?, ( ~7^ j V^^ P^^' ""^^ constanro C, puisqu'elle doit 

vérifier dans S, comme la fonclion $i , la relation t- =^ =:; 'a 

'y' —/Y 

foncUoQ « = G + $'i (-7^1 devant vérifier l'égalité pu:=^y pour 
de grandes valeurs de y, G est nécessairement de la forme 
2 7iu, H-an'wj; en d'autres termes, u^'Si (-j=] est une solu- 
tion des éc|nations pu =^y, p' u = — - yï ■ toutes les autres so- 
lutions s'obtiennent en ajoutant à celle-là des multiples entiers 
des périodes. 

Ceci posé, considérons un point quelconque y<, et un chemin 
d'intégration allant de ce point au point oo; nous nous bornerons 
à supposer, relativement à ce chemin, qu'il flnit par rester dans la 
région S, à partir du pointy,, par esemple, point où le radical 
y/Y a acquis la valeur ^Y , , déduite par continuation de la valeur 
donnée ^Y^ de y/Y en y^. La valeur S{ya, \/Y(i) de la fonction 
J (^, \/y) en^o sera définie par l'égalité 

4 >/ï 4 l/Y WjJ 

J [y^, \/Yo) ne dépend nullement de la partie du chemin d'inté- 
gration qui vade_j'i à l'infini, mais seulement de la portion du 
chemin qui va de yt> à y t. En un point quelconque je de cette 
portion de chemin, la fonction J [y, \/Y) est définie par la même 
égalité, où il faut seulement effacer l'indice o ; elle vérifie donc tout 
le long de ce chemin l'égalité -y- = — —, et peut être regardée 
comme la continuation, le long de ce chemin, de la fonction 
$1 ( ^ I avec laquelle elle coïncide aux environs de r, . Tout le 

Vv'j/ 

long de ce chemin, comme aux environs du point y, , elle véri- 
fiera les équations pu ^y, p'u^ — </Y, et il en sera ainsi, en 
particulier, au point ^o, pour lequel nous désignerons par Ut> la 
valeur de la fonction J [y, \/Y). 

Si l'on se donne les deux entiers n et n', et que l'on imagine, 
dans le plan des h, un chemin qui aille de Hq à Mq-|- inu>,-]- an'wj 
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Siins passer par aucun des pôles ou des zéros de p' u, le poinl 
y^pu décrira dans le plan des y un cerLain chemin fermé par- 
lant de j'o pour y revenir, en ramenant aussi le radical ^Y, qui 
ne cesse d'être égal à — p' u, à sa valeur primitive \/Yô- Si donc 
on désigne par (C) ce chemin fermé parcouru en sens inverse, et 
si l'on considère la valeur de la fonction J {y, \/Y) au point yo, 
origine du chemin d'intégration formé par le chemin (C) suivi de 
l'ancien chemin d'intégration, cette valeur sera égale à l'ancienne 
valeur «„ augmentée de anw, H-a/i'cùa- 

En résumé, la fonction i{y, \/Y), si on la définit seulement 
par les valeurs de jK et de y'Y sans se donner le chemin d'intégra- 
tion, n'est définie qu'à une somme j/im, + 2n'wj de multiples de 
périodes près; en changeant le chemin d'intégration, on peut 
l'augmenter d'un nombre quelconque de la forme anw, -]- an'ws, 
où n et II' sont des entiers. L'ensemble de ses déterminations est 
identique avec l'ensemble des solutions des équations (en u), 
pu=y, p'«:.^ — V'Y- 

628. L'intégrale elliptique normale de seconde espèce, J'(y,v/ Y), 
au sens de Weierstrass, est une fonction analytique de^ dont la 

dérivée est ,^- Cette condition permet de la définir, à une con- 
stante additive près, comme une fonction holomorphe de y dans 
toute région limitée par \i» contour simple où -,- est aussi une 
fonction holomorphe. 

Si dans la fonction ^u on remplace u par J (y, \/Y), on ob- 
tiendra une fonction àe y dont la dérivée sera -j— X -r- - c'est-à- 
dire ~ • On peut donc prendre pour i'{y,\/Y) précisément la 

fonction i:;[j(j^-,^Y)]. L'intégrale elliptique de seconde espèce 
est ainsi définie par les mêmes éléments que l'intégrale de pre- 
mière espèce ; quand le chemin d'intégration change, de façon que 
3(y,\/Y) augmente de an w, + 2 «'wg, i'iy, v'Y) augmente évi- 
demment de 2/r/ii + 2n'ï|3. Dans la région S, la fonction J' (y, v/Y) 
peut être définie comme une fonction holomorphe de j; ce sera 
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une série procédant suivant les puissances entières de -^ dont les 
termes auront pour dérivées respectives les termes de la série 
y'S ( "7^ ) ' ^"® commencera par un ternie en •Jy et ne comportera 
aucun terme constant, puisque cette série peut aussi bien s'obte- 
nir en remplaçant u par --S, ( ~ ) dans la série - — — u' ■'•. . . 
qui définU Çh. 

On pourra poser, en général, 

en ciioisissant convenablemenl, la constante d'intégrallon. 

629. L'intégrale elliptique normale de troisième espèce, au sens 
de Weierstrass, intégrale que l'on désigne par 3 (y, \/Y ; y,, y" Y, ), 
est une fonction analytique de la variable y et d'un paramètre y, , 
dont la dérivée par rapport à y est 

■^ y— ri /y 

Si l'on y remplace y, \/Y,y,, \/Y, respectivement par pu, — -p'u, 
J3«i, — p'ui, elle deviendra une fonction de u dont la dérivée, 
par rapport à ri, sera - — -' ■ Une telle fonction est 



on pourra donc prendre pour J {y, \/Y ; y, , \/Y,) l'expression que 
l'on obtient en remplaçant «et m, par J(j', \/Y), J {7,, y/ÏT) dans 
log "^ ' ~ -+- ttuff.. Cette fonction, si même les quantités 

j(y, \/Y), J(/t, v'Yi) sont entièrement déterminées, n'est dé- 
finie de cette façon qu'à un multiple près de a-ni, à cause de la 
présence du logaritbme. 

Si l'on remplace, dans l'intégrale normale de troisième espèce, 
}{y,</Y) par J{y,v/Y)+ anw, + an'wa, elle augmente de la 
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quantité 

-a(«7i,+ «'«s)j{j„ï/Y;)-H3(7i:^,+ 7î'oj3)J'(r,Vï7) + 2n"'r;. 

630. Le ihéorèine de l'échange du paramètre eL de l'argument 
s'exprime dans les notations de Weierstrass par l'cgalilé 

= J (y, v^Y) J'O-,, a;) - y{r, /Y) J O-i^YI) + (27. + i}^L 

Les lliéorèmes d'addition pour les intégrales normales des trois 
espèces sont contenus dans la proposition suivante que nous 
empruntons textuellementàM. Schwarz( /ï'orTJiîi/eï, etc., n° 57). 

Si l'on pose 

«I -1- Ms ^- i-h., 
puis 

^-0 = - fj' Uo, y,^- — jyui, r^ ^ - P' «i' JKi, ^ — p' Ui, 
on aura les égalités 

Chacune d'elles exprime que, si l'on attribue à chacune des in- 
tégrales qui figurent dans son premier membre l'une quelconque 
des valeurs en nombre illimité qu'elle est susceptible d'avoir, la 
somme obtenue est égale à l'une des valeurs en nombre illimité 
que peut avoir le second membre. 
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CHAPITRE XI. 

SUBSTITUTIONS BIRATIONNELLES DE "WEIERSTRA.SS. 
INTÉGRATION DE L'ÉQUATION DIFFÉRlïNTfEKLE 



631. Nous rappellerons d'abord (jueitjues propriétés relatives à 
la forme du quatrième degré 

Si l'on y fait la subslilution 

El ^-hZ,'\-[M7-i, aï = ).2 7., + !i.,Z,, 
elle devient 

,\^Zî-i-4A|Z|Zs^-6A2Z=Z|^-4A3Z,Z5^-A^Zl, 
en posant 

A„=R(Ï-,, ),i), 4A, = (i,Ri, -1-1^5 Rj^, 

i'2Âj = \^\Rli -r- 2 ,u:i !i5 R").^),. + [J? R^5 =i*R![,5H-a>.,Xi,Rj;,|,. H-X^R'[^j, 
4A3 = Xift[L,^X5R'(,„ At = R(|.i,, il,)-, 

dans ces égalités, Rj,, Rj., R^}, R).,i., Rï| d'une part et R^, . . ., 

RJli d'antre part, désignent ce que deviennent les dérivées par- 

. ,', dR dR d!R dïR d'R , , 

tielies T— , T— > -7-T' ^; — 3—' -,-t <I<i3nd on y remplace z,, z^ par 
dz, àzi dz^ dzi dz^ àzl ^ j r ' r 

).„ \ oupar jx., 1^,. 

Désignons par H (2,, s^) le licssicn de la forme R(3,, G:.), c'est- 
à-dire la forme 



= {ana^ — al)a\+:i.{a,tai — a,ai)slz.i 
-h{aaai-i-ia,a,— ial)zlzl-hi(a,a^- 
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Si g-., gj désignent les invariants de la foi-me K(zi, s^), savoir 

(CXLIII,) ® , , 

( ^j = 2œ,as«3-4-(ïo«îa4 — «(.«: — "1 — «û«â, 

et si Ga, Gj désignent les qnaûtités analogues formées an moyen 
des coefficienls Ao, . . ., Â, de la forme transformée, on a 



en supposant S =; X) [Aj ^ î^^^, . 
Nous aurons besoin de l'Identité 

On y parvient en remarquant que le premier membre, multi- 
plié par i44t n'est autre chose que le déterminant 

I ^}R5,| + asi^,R;,)., + z?ïi;3 XîRlf-HsX.X.R'i^i^-HX^Rl^ | 
qui est le produit par X^s, — Xi^^ de la quantité 

I Kl; R'i,,. 1 I R% B!'.i I I r: . Ri, I 

I K] K.i._ ! 1 Rxî Kl I I Kl, Ki I ' 

dans chaque déterminant, X^s, — X, Sa se met encore en facteur, 
et l'on parvient ainsi à l'identité annoncée, qui, d'ailleurs, pour- 
rait se déduire aussi de l'identité Gi = g.^^'>. 

632. Notre but est d'intégrer l'équation 

où R(2) désigne le polynôme en z obtenu en remplaçant dans 
R(3), Ss), Z\ par s et s^ par i ; nous écrirons à l'occasion Iî(s, i) 
pour conserver la trace de la seconde variable. Nous supposons 
que R(s) n'a pas de racines égales, et que a„, a, ne s'annulent 
pas simultanément, ou encore, que la quantité g^ — ^'^ê^l n'est 
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pas nulle. Nous avons vu (n" 598), qu'il existait une substitution 
linéaire s =: - ■ "^ ■ j qui ckaneeait , . . ._= en ——=■, où le poiynonie 

Y = 4y' -^ g%y — gi ^^^ formé avec les invariants fondamentaux 
de la forme R (s) ; les coefficients a, p, y, S de la substitution 
linéaire sont des fonctions rationnelles des coefficients deR(s) 
et d'une des racines de ce polynôme. Cherclier une solution 2 de 
l'équation (a) qui, pour une valeur de u arbitrairement choisie 
M ^=. K,,, se réduise à une valeur donnée Sq, tandis que sa dé- 
rivée s' se réduit à une détermination donnée s^ de y/R(3B), re- 
vient donc à trouver une solution^ de l'équation 

qui pour h ■-= «0 -se réduise à la valeur j'^ correspondant à ^oi 
tandis que sa dérivée y se réduit à j'J, = — v/YÔ, la détermination 
de spr^ résultant de la détermination de \/R(2o), comme il a été 
expliqué au n" 598. Or, la fonction Jïi(= jj(m; g-^, ^3) étant 
construite, on pourra déterminer un nombre l'o tel que l'on ait 
p(i^ z=_)^D, p'i'o=_)''(,; la fonction y ^ j>((t — «o + fo) vérifiera 
l'équation {h') et satisfera aux conditions imposées : donc la fonc- 
tion 

- - °J'(" — 1*0+"°) + ^ 

"fP("— «0 -t- Co) -H â 
vérifiera l'équation («) ; pour u =; ho, elle se réduira à =o, tandis 



que 



a dérivée se réduira à s' ; c'est évidemment la seule fonciioi 



lalytique qui satisfasse à ces diverses conditions, lesquelles dé- 
terminent les valeurs pour u = «„ de toutes les dérivées de z. 
D'ailleurs, y^ et^^'^ s'expriment rationnellement au moyen de Sq, 
s'„ et de a, ^, y, S. Le théorème d'addition de la fonction p 
montre, dès lors, que s s'exprime rationnellement au moyen de 
jj(i( — iffl), j3'{« — i(o)i 2i)i 2« *it de a, ^, §, y ou de «o, .,., a, 
et d'une racine de R(2)i mais, quelle que soit cette racine, le ré- 
sultat doit être le même; l'expression finale de z doit donc, en 
vertu de la théorie des fonctions symétriques, être rationnelle en 
p{u — i(o), p'(h — i(o), S|„5'D,ao, «1, "ïi o,-i-,0",\ il en est évidem- 
ment de même pour s'. Cette conclusion apparaîtra directement 
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SLir la méthode (l'intégra lion de l'équation (a) qu'il nous reste à 
développer, méthode qui meilra aussi en évidence ce fait que 
p{u — Uo), p'{u — «o) s'expriment rationnellement au mojen 
des, z', Sq, s't,, a^, ...,«,, en sorte que les substitutions qui ex- 
priment s et s' en fonction de p{ii — «o), p'(u^Ut,) sont des 
substitutions birationnelles. 

Nous nous bornerons au cas où «o est difFérent de o; car, dans 
le cas où «0 «si nul, la substitution entière du n" 598 fournit ai- 
sément les substitutions birationnelles cherchées. 

633. Ayant choisi arbitrairement une détermination de \Ju(,, on 
pose z = -= y -' afin de ramener l'équation (n) à la forme 

dans laquelle B-,, B^, B, sont donnés parles formules 



L"équation dllTéi'cntielle en y est de la même forme que l'cqua- 
(ion 

{i^}' -!'■-'■}■•'" + irr'"^sr''-~-'p-<; 

que l'on a obtenue au n° 430 et où a est une constante. 

En identifiant les deus seconds membres on oblietit les trois 
équations 

Bi =-p«, lîj =p'«, B4 = 9pîfi — ^pV^GpVf + ^-.i. 

Si entre ces trois équations et la relation p'^a^ 4 J'^*^ — ^af — g.t 
on élimine d'abord pa et p'a, on obtient pour les invariants g^, g-, 
de la fonction pies valeurs B^+SB^, B^Bi — B' — B^ qui, comme 
on s'en assure aisément en remplaçant B^, B3, B4 par leurs expres- 
sions en fonction de a», . . . , «j, coïncident avec les expressions 
(CXLIIIi) des invariants fondamentaux de la forme B(5). Les 
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deux éqiialions 

(CXLIIIO p« = '''^~"""S p-a^'-^^tzl^^JzJI>l, 

monLrent ensuite que la cooslante a est dclerminco, à des mul- 
tiples près des périodes 2^1,2(1)3. 
De ce que la fonction (n" -450) 



vérifie l'équalion difFérentielle en ^, il résulte donc que l'équ! 
lion (fl) admel la solution 



_ P tt — p " 



2/«o P"~pn «0 v'ao 



U« -<;«-:(« -b<.)i - 



où les invariants g'^, g^ de p sont les invariants fondamentaux 
(CXLIII,) de R(s). On en déduit facilement, en utilisant la foi- 
mule d'addition (CIIIs), la relation (') 

L'expression de ;' s'obtient aisément en difTérentiant la seconde 



(I) Ainsi qu'on Ca dit au n° 616, les formulas (CXLIIt) perToeUcnt de ramener 
uoe intégrale elliptique quelconque à une intégrale portant sur une fonction dou> 
blemenc périodique. Lorsque le chemin d'intégration est donné pour la variable a 
de l'intégrale elliptique, les diflicultés relatives k la détermination du chemin 
correspondant pour la variable u de la fonction doublement périodique, se re- 
trouvent naturellement, dans le cas général, quand on emploie la substitution 
(GXLIIIj); toutefois ces difficultés disparaissent quand tout est réel, coefficients 
et variables. D'ailleurs la méthode actuelle offre cet avantage de ne pas exiger 
la résolution préalable de l'équation R(3) = 0; i la vérité cette résolution de- 
vient nécessaire quand on veut effectner les calculs numériques, oe fût-ce que le 
calcul des périodes; mais les expressions auxquelles on parvient pour l'intégrale 
elliptique, sans effectuer la résolution de l'équation du quatrième degré, peuvent 
fitre suffisantes, et, d'un autre cût^, il est bon de rejeter à la fin tous les calculs 
numériques, de manière à miens se rendre compte du degré d'approximation. 
Signalons l'application de cette méthode ans intégrales du type / ■■ , ■ - dz. 
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expression (CXLIlIj) de s et en utilisant encore la formuîe d'ad- 
dition (CIII,). On trouve ainsi (I) 

d'où, en tenant compte de la forinnlc (GXLIII5), 

(CXLllIi) s'= .-^(2p(i-«„zî-ftu,s-«0- 

La troisième expression (GXLIII3) de z est rationnelle en pu, 
p'u, \/«n, a,, «21 «31 «li la dérivée s' peut donc s'obtenir sous 
la même forme. D'autre part, l'équation {CX.L1ÏI.,) montre que jj m 
s'exprime rationnellement au moyen de z, z', \/âli "i ! ■ • • , ^^ l'é- 
qnation{CXLIIl3), résolue par rapport À p'u, montre quep't; s'ex- 
prime aussi rationnellement au rnojen de z, s', \/rtoi ci,, ... . Si 
donc on se donne deux valeurs concordantes z„, z' de s on peut 



où p est un nombre entier positif que l'on peut supposer être égal à 0, 1, 3 
{n° 619). La substitution (CXLIIIj) donne de suite 

oii c est une constante arbilraire; la relation (CXLIIIj) donne ensuite la sni- 
yante 

J l'ail) 

OÙ c est une constante arbitraire, et qui permet ^'obtenir /—-----. Les inté- 

J ■JRI» 
grales du type / ■ ■ où p est un entier négatif, se ramènent d'ailleurs, par 

le changement de s en -, à des intégrales du même type, où p est positif, mais 
0(1 R{z) est remplacé par un autre polynôme R|(3) ayant les mêmes invariants 
que B{z). 

C'est par cette voie que l'on a obtenu les formules (CXLIV). 

(') Les valeurs de u qui annulent z' apparaissent immédiatement sur la pro- 
mièie des expressions de cette fonction : elles sont congrues {modulis 2w„ •la,) 

à — -I i-U|, — - + («!, — - -h Wj; en remplaçant, dans l'expression de z, 

u par ces quatre valeurs, on obtient les quatre racines de l'équation R(2) = 0. 
C'est la résolution, au moyeu des fonctions elliptiques, de l'équation du qua- 
trième degré. 
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détermmei, à des multiples près des périodes, la valeur corres- 
pondante Cb de M qui vérifie les équations (CXLIII,.^) et les ex- 
pressions de pCfl, p' fft seront rationnelles en z„, s'„, \ja„, a,, .... 
Cette valeur étant déterminée, si l'on remplace dans les équations 
(CXLIIIj.a), u par (/ — Ho + fo on obtient manifestement, pour s, 
une solution de l'équation (a) qui, pour u = «e, se réduit à s^, 
tandis que sa dérivée se réduit à .e'^; cette solution est la seule 
fonction analytique qui satisfasse à ces conditions. 

En appliquant à p(« — Wu + <'o) le théorème d'addition, on 
voit que la fonction s ainsi obtenue s'exprime rationnellement 
(amsi que sa dérivée) au moyen de p{it — u„), p'{u — h»), =„, 2^, 
s/aai "^1 ) ' ■ ■ ■ O" ^°it de même, en considérant successivement 
les équations {CXLTII,) et (CXLIII3), que p{n — Uo+v«), 
p'{u — i(o -I- Co) et, par suite, p{u — Uo), p'{ii — iio) s'expriment 
rationnellement au moyen de s, z', ^o, z^i v'""' "1 > • • ■ ■ *-*" ^'*^''' 
encore que l'irrationnelle \/ao doit disparaître des résultats qui 
ne peuvent changer quand on y remplace \/â^ par — \/«o- Les 
substitutions qui permettent d'exprînier z et «' en fonction de 
p(u— Uf,), p'{u — Mu), sont donc des substitutions biration- 
nelles, comme on l'avait annoncé. 



634. On obtiendra les résultats finaux sous une foi 
due à Weierstrass, en procédant comme il suit : 

En reprenant les notations du n° 631, faisons, da 
di(rérentielle(«), 



XiZ- 



du O-i'i. -h l^a)^ du ' 



élégantr 



elle deviendra 

C'est une équation du même type que l'équation («). Oi 
suite que les invariants fondamentaux du polynôme du qi 
degré qui constitue le second membre de cette équation 
mêmes quantités ^2 et^^i que pour R(s). H en résulte qii 
met la solution 



I volt de 

sont les 
'elle ad- 



\^jK^u 



aS'AipH + AiA; — A^Aj 
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OÙ les invarianLs ^j, g^ de la fonction pu sonl encore les inva- 
riants fondamentaux de la fouclion R(;). Tl en résulte aussi que 
la dérivée de Z est donnée par la formule, analogue à la for- 
mule (GXLIIIO, 



On obtient une solution : de l'équation {«) et la valeur cor- 
respondante de -^ en remplaçant, dans ; ' '^' , Z par ta valeur 

quedéfmitréquation(C), et, dans i'équation (D),Zpar ^— /__- ^S 
dï ri dz . . 

du P^"" ()...- -X,)' ^ ■ """ '™^'' ""'■ 

où l'on a posé 

0„ = A„ pI — 1 A, 3.; ^i -1- A-îXI, 

Ci = A(,]jf — aA, Xifi) -f- AîXj. 

Si, dans les seconds membres, on remplace Ao, A,, Aj par leurs 
valeurs 

Ai --■ — (iiJR),j-i-2ii, |j.iHÎ,,>.. -i-[f.| R'xj), 

on trouve immédiatement 

C„ r--— R'ij, C, ■■= ^ r;,,),^, C, = ^ R),3, 

en sorte que l'équation (D) peut s'écrire sous la forme 

(.0 v/Â^ J^ = a(Xi^-X,)'p«-^(a:î.^ + 3R^,z + RÏ.5), 

qui montre, comme l'équation (CSLIII.,), que pu s'exprime rc 
lionnellement ao moyen de z. z'. 
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En écvivant que l'expression de -r- ainsi obtenue vérifie l'cqua- 
lion (a), en se rappelant que l'on a Â^ = R().,. Î'î), en utilisanl 
enfin l'identité du n" 631, où l'on remplace s, par ;;, 2^ par ] , on 
trouve de suite la relation 

(F) ■ 

où j- a été mis à la place de pu. C'est la relation du second dcgi'c 
en_7 el s qui doit (n" 441) exister entre ces deux fonctions dou- 
blement périodiques du second ordre. Nous en représenterons le 
premier membre par 

où A, B, C sont des poljnomes du second degré en y et a, ^, y 
des polynômes du second degré en a; les expressions esplicites 
de ces poljnomes résultent de l'équation (F). 

Les notations précédentes permettent d'écrire l'équation (d) 
sous la forme 

/A;;' = -(asj-i-iî); 

d'ailleurs, en différée liant l'équation (F), on trouve de suite 

(■>.A:-rB)=' + [2aj-hp)/-o; 

on en conclut, par l'élimination de ;', 

■2 A 

Cette valeur de s est nécessairement l'une des racines de l'équa- 
tion (F), considérée comme une équation du second degré en z; 



l'autre racine 

L'cxpre.sio 

obtenue en rt 


-Tî 
implaç; 


mt, dans 


ne peut 


diffère 1 


•de. 
irk 


celle c,«'on 
valeur que 


aurait 
donne 





l'équation (C) ; cette dernière valeur permet d'obtenir simplement 
les valeurs des, s' pour « = o", en effet, si, dans ie second membre 



y Google 



73 CALCUL INTÉGRAL, 

de (C), ou suppose pu, p'ii remplacés par leurs dcveloppemenis 
en série suivant les puissances ascendanLes de u, que l'on sub- 
stitue le résultat dans =^^ — ~, que l'on ordonne, enfin, suivant 
les puissances ascendantes de ii, on trouve pour les premiers 
termes 

-h ^ ^ 

"^^ Xi '^ Il '' 
pour i( = o, s et ;' se réduisent doi 

Ainsi ' ^ "-^ est la solution de l'équation (a) qui, pour 

u = o, se réduit à j^, tandis |que sa dérivée se réduit ^ -^ ■ 

63o. Si, maintenant, dans les calculs précédents, on suppose (/ 
remplacé par u — ((„, en sorte que j, y désignent non plus pu, 
p'u, mais bien p(u — Uu), p'{u — «(,); si l'on désigne ensuite 
par 3o, z'^ les valeurs auxquelles on veut que se réduisent, pour 
u^ ti^, la solution a de l'équation (et) et sa dérivées'; si l'on pose 
),, =z„,\2 = i; si l'on choisit pour \/X„ = \/K{zt) la détermina- 
tion qui est égale à s',, ; si l'on désigne par r{Zf s,,), /((s, z„), ce 
que deviennent, dans l'hypothèse où nous nous plaçons, les quan- 
tités 

qui figurent dans l'équation (F), ce qui revient à poser 

{■?-) } -l-^(ao«4-l-2«,fl5 — 2a|)(3'^-4ïoS-^-3g) 

f -H - («i«t— «îa3)(3„-h3)-+-(«5ffli— rt^), 

en sorte que la relation (F) du second degré entre z et 
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y = p{u — »||) prenne la forme 

si, enfin, on conserve les notations As-+ Ba -|- G, 7.y'^ -r p>'+'; 
pour en désigner \c premier membre, la fonclion 

f^^^ = = ÏA "îÂ 

est la solution de l'équation différentielle {a) cjui, pour n =z. «„, 
se réduit à s», tandis que sa dérivée se réduit à s'^ ('). 

L'équation {d), en tenant coinplc des notations actuelles , 
montre que l'on a(-) 



(5) j|/^.p(M_«„) = 



2(S-^0)^ 



c'est la racine de l'équation c./^ + ^ j 4- y = o qui devient 
infinie pour 3:=Zo; l'autre racine de cette même équation est 

on le voit en faisant zz^ Zi, dans l'équatiun F (2, z,,, y) = o. 

636. Soit f{u) une fonction analytique univorjne qui vérifie 
l'équation {a); ce sera, d'après ce qu'on vient de voir, une fonc- 
tion doublement périodique du second ordre. Il est clair, d'après 
l'analyse précédente, que l'on satisfera aux équations 



P{u-u,) = 



eu supposant 

^-/(«), ^o=/(«o), ^'=/'("), 2'. =/'(«o). 
et cela quels que soient u et Wo- H oe faut pas oublier que A, B, G 



(') Notons, en passant, les circonstances 
dans les résultais; r(z, Zg), A(z, z, ), pour z = s,, se rédnisen 
*"(^i-ïi)>r) est symétrique en a, a„. 

(') Cette relation est due à Weierstrass; oa en déduit iramédi 
sion de p't« — «,) en^fonetion rationnelle de î cl 
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sont des fondions entières de Zi, el de j, oii 11 raiil, supposer que 
;„ est remplacé par/(iiu) eljKparj3("— i'o); dans ce qui suit, 
nous supposerons de mêrae que, dans a, p, y, on a remplacé j, ;„ 
p.r/( „),/{«.). 
l^a seconde racine 

_ — B— /'(tti,)j)'(K— Ku) 

'' " 2A 

de l'équation As^ +B3-|-C:^ o n'est autre chose que /(a «„ — u), 
puisque cette dernière fonction satisfait à IVqualion différen- 
tielle (a) el, pour u— ii„^ se réduit à /{;/„), tandis que sa dérivée 
se réduit à — /'{ub)', on en conclut 

/( ,0 +/(2 ". - ") = - X' A")/(-i "•' - ") = X ; 

les seconds membres sont des fonctions rationnelles de /{««), 
,p(" — ««). 
De même 

r_( « .)/'(«)+'■ [/("o)./(")] 

^[/■(«)-/(Wo)? 



p("-"«) = '^ 



est une racine de l'équation en y, ^JK' + ?y + *]■ ~ o. Si, dans 
l'égalité qui précède, on change, en désignant par a, b les pôles 
de f{it), ita en a -\- b — h„, on a 

puisque l'on a {n" A'i'i) 



3[/(»)-/(«<.)p 



df(.a-A-b — ii,;) _ 



p(«H-«i> — a — b) est donc la seconde racine de l'équation 
a.y- + p^y + y. Puisque, pour u ^^ a„, elle se réduit à — ' . 

on voit {') que l'on a 

" Kl/("Jl ■ 



PC^«-'ï-6j=--î 



En supposant ;/„ = o dans les formules (i-5) du numéro précé- 
dent, on obtient l'expression rationnelle de /(fi) au moyen de pu, 



i, Journal de Crelle, l. VL. 
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p' u, la relation algébrique entière du second degré entre /(«) cl 
pu, l'expression vationnelle de pu au moyen de /(«), /'()() et 
l'on pourra en déduire l'expression rationnelle, au moyen de/( u), 
/'(h), de toute fonction doublement périodique ayant les mêmes 
périodes que f{u) {n''43o). 

L'équation (4), en y remplaçant u par u -\- Ut,, jointe à l'équa- 
tion (5) elle-même, fournit, au moyen des formules (Clll), diverses 
formes du théorème d'addition de la fonction /(«)■ Le lecteur 
pourra multiplier les applications en prenant pour le polynôme du 
quatrième degré (ou du troisième degré), R(3) les polynômes qui 
conviennent aux fonctions p, ^, sn, .... 

637. Regardant toujours s, «„, *', z'^ comme représciitant/(«), 
/(«o)i /'(")/'("«); P"'^ " *"' "o comme des variables liées par la 
relation u — u^ ^= c, où c est une constante, les relations 

du = duf, dz =f'{u)dii. dzfi =f'(ii„)dua 
mmédiatement celles-ci : 



V(z,z^,pc) = o, 



où\/R{s), \/K(so) désignent les déterminations des radicaux qui 
sont égales àf'[u),f'{ua). 
On a, d'ailleurs, 

2{z^z,y 

Ces relations, où pc joue le rôle de constante arbitraire, peuvent 
être regardées comme des formes différentes de l'iniégralc géné- 
rale de Végiiation différentielle d'Euler 

cette intégrale, que l'on peut aussi regarder comme obtenue par 
1 '.élimination de «„ entre les équations transcendantes 

€St algébrique. 
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638. Si l'on considèi'e en générai une foncliony(.ï!|, x^, ...,œ„) 
des variables Xi, x^, ..., a:,, qu'on puisse regarder comme homo- 
gène et de degré v quand on regarde ces variables comme étant 
respectivement des degrés a,, a^, ..., a„, c'est-à-dire pour la- 
quelle on ait, quel que soit \, 

on aura, par une généralisation aisée d'un théorème classique, 

• ' ■' ^ ^ dx^ ' ^ ^ àx^ '" " "■ àx,i 

Les expressions de g-i, gi^, (j, fioi ^at ■ ■ ■ *"^ moyen de tù,, Wj, 
montrent que^ si l'on regarde u, , ws comme du premier degré, les 
quantités énumérées sont homogènes avec les degrés respectifs 
— ^, -~ 6, — la, — I, — 2, ...; elles conserveront ce même ca- 
ractère, comme aussi leurs degrés respectifs, si, au lieu de les re- 
garder comme des fonctions de w, , (O3 on les regarde comme des 
fonctions de g^, gs, pourvu que l'on regarde ces dernières va- 
riables comme ayant les degrés — 4: — ^i c'est ce que nous 
ferons dans la suite. Dans ces mêmes conditions, si l'on regarde 
la variable u comme étant du premier degré, les fonctions 

^(w; ^3, é'î), K<,u-\ gi, Si'h pi'^; e-i< gih •^a:, ^«i. ^«p, ■-■ 

sont homogènes (') el des degrés respectifs i, — i, — 2,0,1,0, — 

(') Dans les fouctions Sr(i'), la variable v = doit 6tre regardée comme 

étant du degré 0; les fonctions elles-mêmes, envisagées au point de vue où nous 
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Pour les trois premières fonctions, par exemple, les équations 
(VI11,,2,3) appartiennent au tjpe (a); il en résulte qu'elles véri- 
fient des équations aux dérivées partielles (b) que nous nous dis- 
pensons d'écrire. 

Si nous considérons deux fonctions m et i des seules quantités 
g.2, ^j, qui soient homogènes et du degré o, ces fonctions ne dé- 
pendent au fond que d'une seule variable, et, par conséquent, 
l'une quelconque d'entre elles peut être regardée comme une fonc- 
tion de l'autre. Tel sera le cas pour deux quelconques des fonc- 
tions k, k', T, q, 3(o), J('c), K, K', .... La dérivée de m, regardée 
comme fonction de A, sera évidemment donnée par les formules 

639. Noos allons montrer, d'aprèsAVeierslrass ( ' ), que la. fonc- 
tion ii(u', gîi gs) vérifle une autre équation aux dérivées par- 
tielles que celle qui résulte de l'homogénéité. Dans ce qui suit, 
pour abréger l'écriture, nous écrirons d, Ç, p, p', ... au lieu de 

^(»;g.,8-.),i:(»-,g..g.).p('';g..y.). '''"";,f ^'' ■■■■^'-»" 

continuerons d'employer les accents pour désigner les dérivées par 
rapport à u. 

En égalant les dérivées partielles, par rapport à g.,, g^ des deux 
membres de l'équation ji'* =: ^p^ — giP — ê'^j on trouve de suite 
les relations 



""'T-uW,"^' 


2J>Ï- 


-^i 




P = 2P' 


, dp 

àg,' 


-p' 


, à dp 


ap!- 


■ê-i 


'àg^ 


■ 1 = ap' 


àg-i 


-■• 


qui fournissent aisémenl 


Jess 


;uiv 


■au tes 








J ri dp] 


.1 X 
9. p'' 


.' 




--; 


'■- ?^' 


en remarquant ensuite 


que 


la 


dérivée 


P'= 


"v 


peut s'écrire 


nous plaçons, sont du degré o. De 
variable ne désigne pas le même u 
variable u divisée par v'v^- 
(') Monatsberichte der Bertiiier 


mênie, les 
qui figure di 

Akademie, 


fonctions 
inspu, r 


nais bi 

443. 


en H, dnu, ofl la 
en cette dernière 
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■— ~ 6 ^,1 OÙ Ton peuL remplacer -r- par sa valeur tirée de la 

'-- p - p'^ ^ ^ P- ^ 

dernière des équations précédentes, on voit que l'on peut écrire 

les trois égalités 

ijl = ^ Sî ±\ J- ±] ^ l ±\ L] . 
p"- 6 au [p' ^^3] 6 J!( Ip' I 

Si donc on considère une expression quelconque de la forme 
— /(p), oii/(p) est lin polynôme en p, on voit, en supposant 
elfecluée la division de/{p) par 4p* — g^p — 5"!! et en se rappe- 
lant qne les puissances entières et positives de p sont des fonc- 
tions linéaires de p et de ses dérivées par rapport à u (n° Mi), 
que -7j/(p) peut se mettre sous forme d'une expression linéaire 

, ,, à / J àp\ à r i dpi 

en p, p', p', ... el en ^ (^ ^ j , ^ [^ ^J , expression qui 

s'intégrera immédiatement. Nous appliquerons cette remarque à 

la dérivée ■ ■■ ,, - - de ^: en mettant celte dérivée sous la forme 

P^ P 

" /(p) et en suivant la méthode précédente, on trouve 

d'où, en observant que, après l'intégration, les deux membres 
doivent être des fonctions impaires de h, en sorte que l'inlégra- 
lion n'introduit pas de constante, on déduit, après avoir multiplié 



On intégrera «ne seconde fois, ci 


a appliquanl 


t au terme p% du sé- 


cond membre la règle d'intégra 


tion par par 


ries, ou plutôt en se 


servant de l'identité 







{PQ'=P'Z-^PK'=P'l—P'' = P'l- ,;P"— — ' 

ouvera, après des réductions immédiates. 
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on n'a pas fait figurer de constante pour la même raison que tout 
à l'heure. En intégrant encore une fois, on obtient 





-^ 


ï 1 Oi 
''1 Ils. ' 


'»-ï| 



l'absence de constante résultant cette fois de ce que dans les 
deux membres, développés suivant les puissances de u, il ne doit 
pas y avoir de lerme indépendant de u. Finalement, à cause de la 
relation ^p-{-^'^ = —, on arrive à l'équalion aux dérivées pat- 



qui était notre objet principal. 

Ô-iO. Eu remplaçant, dans cette équation, d par a'a(jJ — Ca)"-, 
on formera une équation aux dérivées partielles que vérifiera rf^, 
à savoir 

Pour y parvenir, on calculera d'abord la dérivée seconde, par rap- 
port à u, de s'a ^= \/jî — e^ii ; on trouvera de suite 



/P - ^a^' 



p — e-i H (]' — ea)^ ^ P — «hJ 
on a besoin de calculer aussi ce que devienl, par la substitution 
:' = <ï«(p-«a)"S la quantité igl~ + i2g,~; celte quan- 
tité, multipliée par y/p — e^, est égale à 

la quantité | ^^ -y^- + 12^-3 -p- figure dans l'équation (()-, elle est 
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égale à | p"+ 2 ij'i^ — Ç; les relalioos 



(CXl.V,) -r^ = 



se déduisent aisément de l'équation \eX- 
calcul facile donne (') 



■>-g3 



agi 



on n'a plus qu'à substituer, dans le premier membre de l'équa- 
tion (XCII) du miméro précédent, préalablement multiplié par 
\/p — Sa T l^s quantités 

par leurs valeurs; le résultat, si l'on remplace rfapari^arfH, devient 

. ■ !■ . ■ 1 dîtf, dfa ''3'ï , , ,' Cl- ■ 

une fonction linéaire de -r-r ' -^ — > 1^ et de rfa: le coeilicient 
àu^- àg-i agi 

de rf(n diminué de ^ ((^, se présente immédiatement comme une 
fonction doublement périodique de u\ celle-ci, si on la décom- 
pose en éléments simples, se réduit à la constante Ba', on est ainsi 
parvenu à l'équation annoncée. 

Observons, en passant, que l'on déduit aisément des rela- 
tions (CXLVi) les suivantes 



641- A l'équation aux dérivées partielles (XCII) qtie nous ve- 
lons d'obtenir pour la fonction rf(«; j^o, ^j), adjoignons l'cqoa- 
ion du Ijpe (S) 

^r , et? „ (>? 



Halphen a donné, dans son Traité des Fonctio. 
ressantes remarques sur celte opération. 
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ÉQUATIONS Ai;X BÉUIYÉES PALITIKLI.ES. Si 

qui résulte de l'homogénéité, et résolvons ces deiis équations par 
rapport à -T— f -T — ; nous obtenons ainsi les relations (CXLVli), 
L'équation aux dérivées partielles (XCIII) obtenue au numéro 
précédent pour la fonction a'a(«; gn gs) et l'équation du type 
(h) {[ue vérifie cette même fonction, toute pareille à celle que 
nous venons d'écrire pour rf, fournissent de même les relations 
(CXLVL). De même aussi, en adjoignant à cliacune des équa- 
tions (i), (a), l'équation aus dérivées partielles du type (b) rela- 
tive soit à la fonction p, soit à la fonction ^, nous aurons deux 
groupes d'équations du premier degré d'où l'on pourra tirer les 
dérivées par rapport à g^, gs des fonctions p, Ç; le lecteur trou- 
vera leurs expressions dans le Tableau de formules {CSLVlo-,). 



^Ëï 



i2. Les- expressions ((jXLV1,_,) de ■;?-=. —■; -^, -^•, -?fii, 
se déduisent aisément des formules (CSrjVI,_a). Les formules 
(CXLVIs_o), qui sont dues à M. Hermite ('), en sont une con- 
séquence immédiate,; il ne faut pas oublier toutefois, en établis- 
sant ces formules, que si l'on désigne par u l'arguinent des fonc- 
tions \, celui des fonctions sn, en, dn est u y'e, — e^ et dépend 
donc de gi el de g^. 

643. Il est aisé de déduire des formules (GXLVIj_,) les expres- 
sions des dérivées de «„, 'in par rapport à g.)., g~,. Si, en effet, dans 
p' u et dans I^h, on remplace u par une fonction de g^, gs, les dé- 
rivées partielles par rapport à g^, g^ des fonctions ainsi obtenues 
seront évidemment 

, au <} dp „ au à dp Ou ùt ou t)^ 

'''' 'dgi'^àuàgi' ''* 'àgs'^à^àgi' "^'''Fs'^^' ~^<'^~^^' 

où-T*-i ■■■iT^ conservent le même sens crue dans les éqiia- 
dgt agi I ^ 

tions précédentes. En supposant f(--=Wa) en tenant compte des 

équations (CXLVIa-.i) et de ce que j>, p', p". p'", Z, se réduisent 

respectivement alors à e^, o, 6ei — — > o, ■/!„, on trouve sans peine 

(') Journ.de Crelle, l.ii, p.a'|8. VoirsusiiilEiEn, Jouni.de C relie, t.56,p.3ai. 
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]ns rclalions (') 



(CXLVj) { 






6M. On voit que <!)„, ■/ii, considérés soit comme des fonctions 
de g'-j, soil comme des fonctions de ^3, vériHent un système d'é- 
quations différentielles (ordinaires) linéaires et homogènes du 
premier ordre. Chacune de ces quantités vérifie donc une équa- 
tion différentielle (ordinaire) linéaire et homogène dn second 



(') ne 
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le 


(xm,) 


n tire aisér 


«ent les saiva.te^ 
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-^ 






(■",+ ",) 


^ _9M: 




ou négatif 
rarient les 
dans les pi 
pir iodes. 


le 


âa 
nbre 


réel 
enb 


a a g 
en u p 
et pos 
es pa 


fs d 


, sont réel 
't S, fixe 
ont les dé 
le, de que 


et g. ïarii 
Ile façon t 


nt que Q 
able. dans 
rapport ù 
■arie le re 


est positif 
, quel sens 
g, figurent 
ctanglc des 


■ "(l>o 






n 


n ème set 


qu 


l'au 0» 530 


. Le rapport -^ ou 


^.lorsque 



g-i croit de 3^ j,, a u-, d m nue de + co à i, ou eroit île i\ 1, suivant que g^ csl 
positif ou négatif. Les valeurs limites se déduisent des expressions de x, x' au 
mojen de t, en remarquant que, d'une p^rt, g, étant un peu plus grand que 
iy gl, 6] est voisin de e^ ou de e„ 1 est voisin tle ou de 1, suivant que l'on a 
g.^ J o, et, d'auvre part, que, §■, étant voisin de -i-«, les racines e,, e^, e^ sont res- 



» Ç <o; W|, 10, ont le même sens qu'au n° 565. Le rapport -; 



_ _ i(«3 + ":) 

'—, ;i lorsque g, croit de — ic à i'i/gl., croit de i i -1- ce, ou décroit de i à o, 

suivant que l'on a g'jgo. Pour ce qui est des valeurs limites, on les obtiendra 
en se reportant au n° 565 et aui formules (CXX,), en remarquant, d'une part, 
que g, étant voisin de — w, la racine réelle e, est petite, tandis que le eoeflicient 
de t est grand et positif dans e„ grand et négatif dans e„ en sorte que '/ est 
voisin de ^, el, d'autre part, que, g^ étant un peu plus petit que i^g\, te eoef- 
licient de i est petit dans e, et dans e„ en sorte que le coefficient de 1 dans x est 
très grand et négatif ou positif suivant que l'on a g'a J 0. Le rapport considéré 
est égal à ^/î ou à -p, pour g-j = o, suivant qiieg-jcst positif ou négatif, comm<? 
il résulte aisément du n° 551. Il est égal à ■ pour g-, - 0. 
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ordre. Le caractère de ces équations el la propriété de leurs coef- 
ficients d'êlre des fonctions algébriques de g^-, gs, ne sont pas al- 
térés si, d'une part, on cliange de variable indépendante, la nou- 
velle variable étant liée algébriquement à g^, gs, et si, d'autre 
part, on multiplie soit Wa, soit -/i^, par une fonction algébrique 
de ^1,^3- En multipliant ainsi Wa,-/-,^ par des fonctions algébriques 
homogènes de gag^ qui soient respectivement des degrés — i, i, 
el en prenant pour variable indépendante une fonction algébrique 
homogène x de g^^ g, qui soit de degré o, on voit que les fonc- 
tions A, B de degré o, qui remplacent Wai 'la) vérifieront un sys- 
tème d'équations différentielles linéaires (ordinaires) du premier 
ordre de la forme 



où f, Q, B, S sont des fonctions algébriques de la seule variable x, 
comme le montre immédiatement la considération de l'homogé- 
néité. Chacune de ces fonctions A, B vérifiera une équation dif- 
férentielle linéaire (ordinaire) du second ordre. 

Les renseignements qui précèdent et la remarque que l'on a 
faite au n" 638 suffisent pour former les équations de cette nalure. 
Pour a; =: A'"-', A =^K, B=^E, on obtient ainsi les relations linéaires 
(CX-LVfl); des relations analogues pour -j-p-, ^ - vj - s'en déduisent 
par le changement de A* en k''^. On retrouve de cette façon l'é- 
quation du second ordre (CXLVj) que vérifient K et K', équation 
qui a joué un rôle capital dans le Chapitre VU, et, d'autre part, 
l'équation (CXLV3) que vérifie E; celle que vérifie E' s'en déduit 
aisément. Si l'on pose 



on obtient de même les roilations (CXLA'c.,) ; l'équation que vé- 
rifie a est due à M. Bruns. 

64S. Les équations (XCll) du n" 6W permettent évidemment 
d'obtenir les dérivées des quantités g^, g^ par rapport à w, , 1D3, et 
l'on pourra ensuite remplacer les systèmes d'équations où figurent 
les dérivées par rapport à «, ^2, g^ par des systèmes d'équations 
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OÙ figurent les dérivées par rapport à n, wi, (1)3, Pour les fonc- 
tions homogènes et de degré o, on pourra introduire, aii lien des 
deux variables <i>), to^, la variable unique t=:~i et l'on prévoit 
ainsi le lien des équations (XCIT), (XCIII) que vérifient les fonc- 
tions d, dx, avec l'équalion 



(XGIII) 



-ir.i— =a 



dn n" 166 que vérifient les quatre fonctions S. 

O^G. L'équation aux dérivées partielles obtenue pour la fonc- 
tion rf jouit de propriétés importantes ( ' ) sur lesquelles nous ne 
nous arrêterons pas. Nous nous contenterons d'indiquer l'usage 
commode qu'on en peut faire pour obtenir les coefficients du dé- 
veloppement en série entière de la fonction du. 

Comme d(u; g-i, g^) est une fonction (transcendante) entière 
de ti, g-i, g% son développement est de la forme 



2^'*.p>ï^?^^'■'' 



où a, p, y sont des entiers positifs ou nuls ; les coefficients Ca,p,Y ont 
des valeurs purement numériques qui dépendent de ces entiers. 
De ce que la fonction d{u; g2,gs) est homogène et de degré i, on 
déduit, en lui appliquant la formule (b), que les trois indices a, 
p, Y d'un même coefficient Ca,p,Y sont nécessairement liés par la 
relation — 4* — 6p + y — 1 = 0; il en résulte que, si l'on met 
le développement cherché sous la forme 



i;*>(£^ 



et si, pour la commodité des calculs ultérieurs, on met 
une fonction entière de gn, g^ sous la forme 

où a„i^,i est un coefficient purement numérique, m et 11 
(') Voii- WEiEK3iRAas, foc. cit.; Halphen, tome l, page ôog. 
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entiers positifs Oii nuls qui vérifient la condition 2m-|-3/î^v. 
L'équation (3) fournit d'ailleurs immédiatement, pour le calcul 
des polynômes Av, la relation 



àg^ 3*^= '>^3 



-' é-=A.- 



qui, sachant que l'on a (IX,) Ao = i , A, :^ o, permet de t 
aisément ces polynômes; en y faisant 



,■ prend la forme un peu plus simple 



àx ■ " 


<•}■ 






! servir de 1 


a relation 






i)o„,«,,.-,^ 


iG{<i + l)«,„ 


-,,„. 






-l(«.n + 3« 


— ')('!' 


I.+ 



qui en est une conséquence immédiate. On retrouve ainsi les 
nombres qui figurent au Tableau (XCII), nombres déjà obte- 
nus (') au n" 407 par un procédé moins rapide. 

L'équation ans dérivées partielles (XGIII) permet de même 
d'obtenir les coefficients du développement de rfaH. Il convient 
toutefois de l'écrire autrement en y faisant figurer la dérivée par- 
tielle -r-^- Dans l'équation envisagée les dérivées partielles sont 
prises en regardant c'a comme une fonction de u, g^, g^ ; si l'on 
regarde dg. comme une fonction de ri, g^i gzi ^a., on devra tenir 
compte de ce que Ca est lui-même une fonction de g^, gs, et l'on 
aura, en désignant par (g^). (0^), (g) les dérivées parlielles 
de rfa, prises dans cette nouvelle hypotbèse, 

(') On trouvera dans les Formules, e 
que M. Schwarï désire par a,,, „ soni 
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En remplaçant dans l'équation (XCIII) et en se rappelant que 
la quantité -, 
l'équation 

(S'a esl une série entière en u dont les coefficients sont des poly- 
nômes en g-i, gs, Ca qui peuvent être ramenés à ne contenir e„ 
qu'au second degré, au moyen de l'équation /j e^ — ^j ea — g^ = o, 
en sorte que l'on peut poser 

=■.= 21 (*•■+".<..+ c,,|) ^'i'I-^, A,=2;"ï,,.«1v; 

oii fli^,',ni ^inU' "^1"," ^°"' ''^^ coefficients purement numériques 
comme il résulte de l'homogénéité. On trouve sans peine, an mojen 
de l'équation précédente, les relations 



iJé-2 i^ àg-3 (> 

qui, sachant que l'on a (XIt), 



^--"^ àff, ■ 3»^ à^: 



A„^ I, Bi, = o, Cu = u; (Vi =i>, Bi = - i, Ci =^ïi 
permettent aisémeut Je calcul des polynômes Av, B-,, Cv 
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TABLEAU DES FORMULES. 











XCÎ. 
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weloppeii 


..... 


de pu. at 


del 


., 


„... 


.... 




pu 


^lû 


-h Vi lÛ -+■ 


■ C3 ((' 


■• ^- c,, H« -1- 


...+ 


=,. 


..« 


^ + ..., 




u 


-ï 


__,( _ 


5 


'-?"'- 




^ 


Stt 


«-.^. 






-h' 


C3 = 


*^' 


=.= ; 


,1.3.5 




Cô 


"^S-, 


<ei 




^ 


^ ^ 




ra' "' 




aX 


!;?,i 


W 






■iKi. 


5'.i3 -i 


■i=. 


'..•- 










^J 




îï.ï! 


n' 












2». 3. 


.5=.i3..7 


2* 


.72.11.13.. 








^9<fU> 




si 













•.5>.7.ii.i3.i9^.j'.7".i3.J9 

ga ^ 9 7^j^j 

29.3Î.55 13.17 ■ 3*. 3. 5.72.1.2.13.17' 

38 9^i^. ; 3..<i-.rrf'. 

22.3.5*. 11,13.17.19.23 "^ ■2^5,72,11.13.17.(9.33' 

3^i 



" 2".î',S<.i32.,7^,,i,;2.i,.,i32.i7.,9^ j«. 5, 71.132, ,9 
(,- - 3) {.,.r + 1)0,,=, 3[c,c,^,+ ce-, H.- ce-, .(-,,.+ c..-,c,] pour ,• > 3. 



XCII. 

Développenieut de tf u en série. 



, drf dj- 



Jl(2 3 ®' d^3 ^ d^, 



«■';)7:+T7i'2«-a' = o. 



yGoosle 



XCII (suite). 

ùf' 3 "'*''-■■ 

A, = -i8j.,jr,. A, = Sji -iiS^Î, A,= -^2s,.^., 

«0,0 = 1, «1,0=— I, «0,1= — l, «2,0 = — 32, «1,1 = — 2.3, 

[«3,0 = 3.23, «0.! = — 3.3], «1,1=3=. 19, [«i,o= 3.io7,«,,s = 2'.3.23], 

[«a,i = 2«.3'.3ii, «0,3 = 2'. 3. 23], [«5,0= 3^.7.23. 37, «s.j = 2i.3s.5.53], 

[«0,1 = 3'. 5.20807, «1,3 = 2^.3.51.31], 

[«0,0= 3^.313. 5o3, «3,1 = 2>.32.5.37.iG7, «o.i = 2'.3.5'.3i]. 

xcm. 

Développement de r^a" ê" série. 



=-,,.^2(-*'+"'«"^<=-«S)fST!' 



^ ^'^ flo-." "^' 



^^(,„^-L„.,„.)^, = o. 



Ao = i, A, = o, Aî = ^S Aa.= ^, Ai ^ — 5-?-, 
3o=o, B, = -i, Bs-^o, B,=. — i-'?% g _ 3.i3ffa 
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iiAv-1 i ^ dA.^-, _ (y — i )(-.j'< — 3) 



CAl.CliT. INTÉGRAL. 

XCllI (siiitk)- 



'i^. ^ ■" ' 



XCIV. 

Développement de X(H,iin) i^" série. 

^0 = 1, a| = o, aa = ~pi(i„ 03 = — p u,, Sj = — jp2„^+ . ^^^ a^ = _.,p,(„p „„, 
«5= — ^p'k» — ^îpuo+ -;^g-i, a- = — 3p=«oj)'((„ — 3^2j)'«o; 

où l'on a r<- ui ofi t,, l',, ..., t> soni-tlonnés pai- le Tableau (XCI). 

xcv. 

Développement en séries des solutions y de l'équation dif/érenlieth' 



«, eu supposant a ^ b -\- c = n, 

y = [ H- (Ai'J -^ A^") I^J ^-. . .- (Ai;« + Ail'^, --...-.- \!,">) "^^-^ -h. - .. 

sont des solutions de l'équalioii différentielle, si l'on prend pour les coeffi- 
cients A les valeurs qui suiveni. 
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XCY (suiTi^). 



■' = a*.3».5aa, A^j" = 2'. 3. 5. 711^6, 

"=^2.7.i3a6= + 2i'.3'.7aî(î, Alj^' =^ 6^ ^_ 2^,3. u oie; 

'' = 2T.3».5.7<iS A^*i = 'ie.33.5.7a>6, 

>' = 'i5,33.7.23«i62^.2s.3*.7<ï'c, 

'> = a>.5.^iaô3-i-s5.3s.5aa26c, A'o*'= è'+2'.32.i7«62c-M'.33.7aVs 

" = 2s.3*.5î.7a», Ai5'==2''.3".5^7.i[«i&. 

" = 25.3s.5.7.u!aa63 + 3T.3'.5.7.iia'c, 

>'=^-',».3.:i.i[.aa7<iî6'-!-2«.3».S.it.i3aS6c, 

" = 2.11^610*»-+- :?,*. 3s. 11. 139a' 62c + -J-. 33.7.11^0:^ ci, 

si:= AS + 2!, 3.46e a63c-^ 2^3^307 a'ôcî; 

" = 2'^3».5^7.Ila^ A';«>= 2».3*.5^7.ii.;3a56, 

" = a».38.5.7.it.i3aîo-4-i'. 3a. 5.7,11.13. 43a* 6', 

,s> = 2».3*.5.ii.i3.53«*ôe-+-a5.32.5.M.i3.479«>6>, 

i" = 2«.3*.73.ii.i3a'ôïc-h2î.3*.7.ii.i3.(7a'c>+3>.3.7.ir.(3.«3in2 6i, 

i6i = 3i.32.5.7.i3.i37aî63c4-26.3=.5.7.i3.io3«=èc!-+-2^5.7.i3.73aè^ 

«i = &=^;-2î.3.i92.a3«6*c-4-a*.33.i9.499a265c2 + 26.3*.7.u'a'cS. 

,«+ii = (2,._,)2™AW, + (2.>^i)=6Aîf"+(3^-+2)(2^--[-3)cA;«>, 





^--^..C)- 


r=5..{iO- 


r=^^("). 


r-— y- — 


^yrr. (Inu, 


È..., 




3ea 


3ea 


- I - A3 
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CALCUL INTÉGRAL. 




XCYT. 




Valei'i-s pour u = o des dérivées de sn«, cni!, (In«. 


Sf 


'(0) = 1, - sn''(o) = 1 + /:S snW((,) ^ , ^y. ,ik'-+k\ 


sni" 


>{<,) = i-i- jMIfl -^ mk'-+ k'^. 


sn'> 


l(o) = i-i-i328Àî-H5478A'>-l'i2a8;t« + ^', 


su'' 


' (o) = ; + IIo69A:2-^- 165826 ^'4- i658a6/:s + 11069A' -1- /:"", 


n('-' 


) (0) = 1 -H9964'-iA= -s- 449435: A' + i3i8oa68A' 




4-44!)435i^»-l-9964a/c*o-l-A 


snl 


^Ho) = 1 -!- 896803 /cs + 116294673 A* + 834687179 ^« 




-f- 834687179^8+ 116294673^'° -H B968o3/ii^-)-^-i'. 



cn''(o) = — I, cn*'v)(o) = i__ i)v[, -^. A^'A' + A*^* k'- -h...-+- Aïl/'^-^], 

Ay' = i; A'i^' =4; A'j^' = 44, A',3' =16; 

A'," = 408, Aii'i = 912, A'a'» = 64 ; 

A'iS' = 3688, A'î^' = 30768, A'/' = i58o8, A'i" = a56; 

A ',«■* = 33312, A'i" = 87o64o, Â'j«i = i53856o, A'j«'= 259328, A'^'''^: 1024; 

AV' = 298932, Ay'= 22945o56, A'3'" = 106923008, Ay = 65oo88g6, 

A^;'" — 4180992, A'j" = 4096. 



,,.(», i) 






. JL3(,); €} = îzii = ,6(;. 



Dérivées de p « 
Yi ?"" = ?'« — 



XCVII. 

Il fond ion linéaire des pi 



^p.".(.)-p..-|!p., 



y Google 







ÏAB1.KAU DES FORauLES. 93 






XCVII (soite). 


j-i'"'" 


'(")"P" 


' "JP- '5;P'.. :,.l5P»:;'ffV 


TT' P'" 


( « 1 = P« i. 






"^ 2». 5. 7.11 ''^■■■' 2'. 7. Il 2".3.5^ii' 


7ÎT '"■" 


'(") = p' 






+ U'.7.l3 -i'.S'.lSJP »'.3.5'.7.li.i3' 


7^ P'"" 


(„) = p.. 






^a.â.V.u'" " ' W.7'.i3 ■■.3.5..,îjf " 






fii<ri^3 ,^' '93^iéi 



XCVIII. 

Les dérivées d'ordre pair des solutions y de l'équation dilTércntiello 
1 -^ ) = dji ^- lyy'i + s'expriment par la formule 

—^ = A'„'"/ + A W H- AV'V H- ■ ■ ■ + Ai,/'>j2"+i , 
où les coetncients A^"i, A^''SA<j'",.,.,A;;" sont dotinés par le Tableau (XCV). 

a.(»)=.3e,î„(«) + aSi,(..), 
e.(») - 3e.î„(>0 H- (««S- f ) ïia(»); 
Sj,(«)=3«aep,(.0 + 'i<«y-«.)£J,(»), 
ri(i.) = (i5eJ-3f,)E„(») + 6oe,a,(..)-n4&(»), 
S;(«l = (i5eî-3^,)e„(i.) + iH8»ii+i-.)Ei«(») + U'»<â-o-.)"5î»(»), 

F,',(»)=(4S«S-3y.)£(ir(») H- 6o«>(«ï- ««)£[),(») + '-4(«,-".)'E5,(»)' 
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XCVIII (smiO- 

( = (1 -i-i4ytî + A*)sn«-2oA-2(i-i-/.î)sn-'H^2iiA»5nSi 
,( = ([_I6ii^.[6A^)cn^l-^-2oA■»(I — 5Aî)cn3H + 24A-^c 
ri == (r6— [6/:2-H /:') dn u -^ ■2o(/f2— >.) tln'« H- ^(4 cln5«. 

ÏC. 



« "^" 


i() = (— [)"'-ifi-"I"- 


-')1."ïi 


•n" 


tf(,.- 


3^), 


,.ï(» 


,.,^lc„.-.„. 


J — n(« 


-■L 






„>,,(» 




•). 








i; 


't(..»,.l = -«(»- 


-.).,., 


S' 


')>('»►,■. 


) = o, 


l!i- 


,.) .-,."""-" 


■• = 


-")'?( 


Ul3— K) 


-0; 


-f. 


)ï(»Ji- 




^(,2 




VlUiïlO; 


;TW, 






2 £(2 


■O-E-^-U»-" 


l.)+ï(l 


<-<".; 


1 + S(« 


— ">a)7 


4p('' 


'0 =P"-HP(Ï( — <■ 


l|)+P(> 


( — CJs" 


l+P(» 


-ua). 



c. 

' ï «-;(■.-;-<.)+;<. -5„(<.)£„(«)S»(«^») + iî.(»)Sr"(«). 
I ;,»-!:,(■.+«)+?.«= <«.-"|i)So|i<«)[Eï.(»)£T..(«+")-Si.(«)l^ 

[ S„(..)ï|„(ll + <.) = ï|i.(<.)S,.(«)-U(«)JY.(» + «). 

(«p- «.) !.=,(») !,.(« + <>) = ïfoW îp.(») - ?«(») Sp.C» H- «), 
(«.-«S)ST»(»)£,?(" + «) = («.-«ï)ï|ir<'')S|i.("') 
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ïinLiîAij DES Fommi.Ki 



IZ(«) + Z(<.)-Z(,. + <.) = *'.iiosni.8vi(.. + a) 



"[cno-cn,>o„(., + <.)] = — ^[dno-<(n»d,.(.. + »)|; 



cnacnwcln(w-^«) = dn«dnMcn(w-i- a} -H^'^siiasnw, 



^s en a en « CLi( (( -t- a) = dn <i dn K dn (u -Mï ) — /r'' ; 



(»> 



" ên!"+°! t''"("^»'-''""'""i- 

.n(., + »)enod,i» = dn(» + <.).n.. + m(« + <.)sn«, 

en(,. + o)cn<.dn„ = dn(,. + »)on,.dn<,-J'.,n(,, + o),n.,, 

dn(» + o)™<.sn» = ,n(.. + o)dn,.-.n«tn». 



i 77n^ 1 51(0) _ ?.1T' f/-^.'.g'-4-3^.g"--.. 



(:î) EK'^-E'K — KK'= -; 

.(4) ;..,n>«-7.'{o)-Z'(«), Z'(K)uZ'(o) -/,-.. 

( E(,.)- /"'dn',.rf«=|.. + Z(„). 



I I1(..,«)=J 



1amu= r dnwrfll, co am tt ^ 3m ( K — li), 
■ i„,„n» = ™», co, an, ■. = «.., S.m„ = dn„, 
.m(»K).,.^ ,„,(,. H- ,.,,K) = am,.^,«, ,m(-„)_- 
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CALCUL INTÉGRAL. 




C[l 


(suite). 




--m 


Z-(p)~-%, 


^■fi+' 


E^E(K)^ 


'X'""-- 


k)cU, 


E'=E(K') = 


=r--'" 


,f)du. 



(9) 

(„,) n(K,.)-KZ(.) = KE(i)-»E 

I 0(1.) 

II(,>,i)-bE(.) 






cm. 

Formules d'addition de î^u et pa. 



p{u-^a)-pu = ^--j-\ 



j,(« + «) + p(«-«)-ap"=*^ 



(p«-p«)î 



p(« + «)-p(«-«) = 



^"■pa 



T p'it — j)'^ ^ [?(" + «) — P"][pi'-J>"] + ip''" 
_ [p(f' + «) — P«l[pCT — pi(]+j /a . 






p(îi±=(i)-î-p(H-pa== . 



y Google 







cm (sdite). 






(p"p«-i-Ç)V^j(p«+po) 






' (p»-p«)> 


pfil 


) — ~ 


■"'■"4P'-.. IL -> 


p( 


+ ') 


— ,p'(« + i) ] 



~0)^(u~a)<i(a^~b}^(aH 



pa-pb pb — pc pc — pa 
(',)) ( Pl'p'<: — P<:p'/' _ pcp'a — pap'c _ pap'b — p bp'a_ 
pb-pc ■' pc-pa pa — pb 

) (pbpr.^pcpa-^papb-i--^\ =(f,papb pc — ff;){p a-+pb + pc) 

; (ipapbpc~g-i)(pa-l-pb + pc) 



_ ^(»^&-i 



e>tf(^ 



c)o-(a-6^ 



c)^(- 



j ^-(pb-pc)npa-p(b + c)][pa-^p(b-c)\ 

^. .-{pc -pay[pb -p(c +a)][pb - p{c ^a)] 

\ ^-(pa^pbnpe-p{a^i>)][pc-p(a~b)]i 

. P'c — P'i^ ^ p'(ix + &)— p'(c-l-rf) 
pc — ptf p{a-i- b)—p{c-hd} 

_ p' b—p'd _^ p'(a + c> — p'(&-i-<i' |_ 
pb — pd p{a-hc) — p(b-i-d)'' 

__ I rf"-i-'uo3'"+'i(i...<r'H-i«„ll '- '^ _ ■'' 



[ 


p'a 


-p-b 




pa 


-pb 




P''' 


-P'o 




P 


— pc 


pua 


P'Ui, 


■ ■■ p 


pu, 


p'"i 


... p 
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CALCUL IMÈGRAL, 



'"^"' -«.'(■.)' 



(- r)-' 
-[lU!...!,— ,)!|. 



p K pu ... pl''-l)(, 

/« P"'U ... pI"'K 



<«-"(„) pl«(l.) ... pl".~"(„) 

T,„(») = ,2, + i)'Q(p,,-p,..,,)'Q f[(p..-po„,) 



nt 



„)in n "... 



(-.) >ï,;(») = "'n'''<p.. <"'.A {p-i--'.\'^ "-'.V 



p{nu)-pu=--- 



^f„+,(»1W„-,(iO 



= 8p'«fpM-p^j ^pii-p^j fp" — P y)('''"^P '"' ,_,; "' -) 
x[p„-P (..?)] [„..-P (,..?)]. 
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cv. 

La foiiclion ls(p) esl une détermination de log sinity holomorphc dans 
toui le plan de la variable v, où l'on a pratiqué une coupure, le long de 
l'axe des q^uanlîtés réelles, de — « à o et de i à -t-ao. Elle est déterminée 
par les inégalités suivantes, où l'on suppose v = a-hbi,aelb réels, n en- 
tier et où les logarithmes doivent être remplacés par leur détermination 
principale. 



ls(^) = logsinui.-3«7ri, 1 ls(0-logchTrè-(^./i-()7r 
j ]s(<>) = logsiniu«-'2«Tr(, 1 !s (i-) = log 1 sinica | -(■>.« -^ 



ls(^) = logsimti' + im:(, | Is(d) =^ log chut -I- (i" -()-i. 

BOHD INFiniEUn DE LA COUPURK ; è = 0. 

ls(p) = logsimr«H-'i'iiti, I l5(<') = log lsimia|-i-('i(i-i-i)û 



Dans les formules suivantes, w étant mis sous la forme P^a-Hp-:, où a, 
p sont réels, on suppose 1 [i [ < i pour les deux premières formules (a), 
1 31<^ pour les deux dernières formules (■ï) et pour les formules (3). 

jl„63,(,) = l.g^ï,(o)+l.<.)+2pir-^<""'''""''- 

|iosS,w=:ioea,M + i.(»+,')+2<-'''?^T^) <"'"'■">'■ 

1 10,-3,(0 = 1oe3.(») + 21 <^'''w7=V^ '"""'■"'■ 
! IobS.C) = i«e3.(o) + 21 ;:(7=^ (•' 'il"'" 
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CALCUL INTLGIUL. 



(4) 



CV (suite). 



Si a^est mis sous la forme .r = aKa + ?i'K'^, où ï et p sont réels et si 
l'on suppose | ^ | < ^, on a 



(i) 



R .^ I— i-ï^'-i eosTi^ 
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TABLEAU btS FORMULES. lOi 

CVI. 

l'on suppose ] P | < i pour les deux premières formules de chaque groupe, 
I p I < i pour les deux autres, on a 

I '— -^-l^-'--Sf;-|.ô^("'"^)■■ 
t » - ^ — ^ ciîii , »j!'y ji:_ ,i„ Lî?,» „ 'i-î'y _._ J""°^ — 

,-.1 ',., l--IJ»001~+<,' 

L .. - îi" H- i COL ^ . -'y (— )' -^",- .i. — = " V -" '"-— 

(0| a(U, 2U)i (ui^^ ' 1—9='- (Ji Q>, Zd ^ 5j ^ Tt« 

:, „ _ 5;i? = î:: y ,_ „, _s: - .i„ L^ = ^ y ' ^-j — . 

,.1 ' ' ,., i + a,>.-ico! — + ?"-■ 
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Dans les formules suivanics relatives aus &, on n'a écrit qu'une formule 
sur quatre, les autres se déduisant de celle-là par l'addition de i soit à u, 
soii à ip, soil à chacune de ces variables. D'ailleurs on déduit aussi aisé- 
ment les quatre formules relatives aux S des quatre formules relatives 
aux p que l'on a écrites. Le symbole Si{a) veut dire partie réelle de a. 

(0- 

pj(^)pi(r') ^ — x-' r~y-' _^ ,—^-2^3" ^^ 3-y'g^"' 









-il(])<^(9<a(^). 

5',(o)a.('' + '^-) ■ . „_„ , ^^_, . 'Y"g '"sin.7r(^.^».)-yV'i: 

(2). 



Pl(«)p3(r) 
^'|(0P3(^/) _ 






yGoosle 



TABI.nAIJ IliîS FOBMULliS. Io3 

CVII (suite). 
(?) [suite]. 

■ p'i(r)p4(3y) ._ ■'. y, y, ?-"-'^-="+'.y-' y ,_ v„ g^""'^ "'-'j' 



(i). 

v'iîT<h'^l<7[^- 
pi(')pi(^7) ^ 2 y (—■)"?" 'j-i"+i/-i _ ,^ y (— i)"g" 'j?'-"- 
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io4 








CALCIÎL 

CVII 

i/|Ti<l 


intégral, 
(suite). 








p;(")p 


p.(j) 


" r- 


-y^' 


-l^ 




r- 


'ï^ 




.p;(i)f 


'î(^r) 
p.(r) 




o 


''^°,?,"^'"'"" 


-Il 






' p.(«) 


-'- 


1-r- 




,.p;<.)( 


>.(«r) 
p.<r) 




, 


T-f 


- iVî»»-' 
1 +7-'î- 


Izil + 


1^ 


)«^«a;î"_y 


M") 


r- 


^7- 


+-7'?'" 


pUOi 


pi(r) 




, 


.-^' 










fti") 


j- 


-7- 

— # 






^G)<" 


*(0<^ 




s; (0)3.(1 


. + ») 




, 


:-Ï<- 


sim:(' 




.)-5r="si 


ll(2»« — «.)- 


4.s.(o; 


4 si 


llM'TI 




i-'i7^ 




- -H ^*'< 



SI$^H<~>-1I'= ....(„.„.„„,. 

(0). 

a; (o)3.(. + ».) !_ J'y yV „■■?'«»'-" .i"i >»--(>» -n..!. 

4i3,(|.)a,(w) 4.ini.. Zl Zi^ ' ' tm^i2mw . y,.n |. 

- a (^;) < »n (^j) < a (;) ; -* (f) < ''* (7) < •"- (ï) ' 
-4a.(i.)S.(») - 2i Z <-')"*'? ""~l"» 0» i"' ii'i- 
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FAltLEAU DES POIIMULES. 



Dans les formules suivantes, on n'a tici'it qu'uni; formule sur (lcu\, ks 
'ornriules non écrites se déduisant îles formules écrites en ajoutant i à la 



<,:S,(o)a,(,) 4 ■ ;i_* ' ,^,j„."'"-' .il ', + ,,..„„„„+,,.«■ 

, %(„)%{,) ._"y" . r ,„^._,.,,_"y", „■ g--..... .-+? "'-_._ 

j_%l,a)%iy) I _"y"-?'— . , ,,-,_'v', ,.,. (i+ ;")}'!inni. 

4Tr3,(o)3,(i') 4s[inTP ^Ji-^9"'-' ^" '" .^1 ^ I— (y2"coS2Trw + y'" 

. 5;(o)3,W 'y' ,"■ ii^,Jv'"( ,)-. (l- g"-')g'"''<i'« 

(3). 

3'i(»)at(>) 



4, 3,(o]3,(i.) 4.mie "£l^i-j-— ■ " Zi i-ij^com»^,»- ' 

J_ 3'i(o)3iW "y g""' .. ■ _ _ ,_^ JV 
(-3,(o)3.(i.)-4li-?>»-i * '■ "Zi, 



3'i(o)3i(i.) y g ' .,_,__ y (. + ?■— )i. ■.in.» 

■i(^l'l-l C0S21HI -1- (^*"-2 ' 



Les seconds membres de la première de cViacuiie des égalités (C VII [1,3, 3) 
cénvei-geiupour — A^?j <ca ("^ < JlKl; les seconds membres des 
dernières égalités(CVin,,s,,)convergent pour — S. /^J<7^m<AuV 
Les derniers membres de toutes les égalités (CVIII,,!,^) convergent quel 
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l'.ALCUL IISTËGRAi.. 



Dans ce Tableau on n'a éci-it qu'une formule sur deux; les formules 
que l'on n'a pas écriies se déduiseiii de celles que l'on a ccriies en ajoii- 



ï;liS-n^- 2 2 <->"<"-■' 



"y ,■.-! .iii(,.,i- 1)1,1, -,>.-,i,(iii—i). 






y) 



I 5 'i'(o) ^ J _ J'y ^^ ,„ cos(2« — ^)7i:f — y^"cos^ 
(«■Sic»)-'' Z'' '' "•" ''« , + »,«-.cos»„ 



Le. formules (MX,) ooncei-n.,,! |iiî-' et |ig . 



-*G)<-(0<*(0-"~li^«'lë7' 

vergenles pour — Si ('l \ < 2A {~\ < M. ( -.)■ 
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TABLEAU DES FORMULES 



(3) 



ex. 

jf-(^)'(o-'lT^)' 

1 -s-^i:(-)-(,=i^-^i-.)- 
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lo8 ClLCUr. INTËÛRIL. 

ex (somi). 

„„, ^...l^.^o^L^il.'-.^lS.- 



Intégrales des fonctions doublement périodiques. 

CXI. 

i„= I ji" Il du. 

= P^ ^- £ï Eli' -_ ^ r,, ^ ^^â" - 
7! 5 3! 7 2*. 3. 7' 

_ p'""" . il Plu .Va. £i;_ 7gi j. , sig-j" . 

9! 2' 5! 2*. 7 3! a^3.5 ^ ' a. 3. 5 ' 

_ p""k 3^! P'"' w 3£, p;^£ i7fj P'w _ 3.a9j^£, ^ / 3.5g-| ^N 

II! 2.5 7! 3.7 5! 2*.5* 3i aî.5. 7.11 'V'i'^-'i 5,11/ ' 
^ ^^' -t. Ziiî P'"''" .^ ^ £^ . 7^-1 P"" _|. ^■a3ff,ga p'" 
1^1 2^.5 9I ' 2= 7! i=.3.5 5! 2'. 5, II 3! 

/ 7-"gJ , 5^1 A ^^ , 433 g| g,» . 
U'- 3.5.13 2.7.13/ ^ a^3.i.7.ii' 
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CXI (sUITlî). 



Vîî.S^.iS 22.7=.i3y 3! 2^.3.5.7.11^ V^'.?.!' a'.^. J.n / 

» JV. P'"'" 3V. P'"'» 3.i3yi pl"'l» 3'.l3f,^, pW» 
2=.5 i3! 2^.7 II! 2». S» 9! 2*.i.ii 7! 



JhillS , 3'.53fi y.. ^ 3'.i8i^i^n i'.. 



'.5'.|3 2*. 7». 13/ 
/ 7.iiyS 3'.a23y,gS \., . (• 7<fj 383 ^j g, N 

U'.i3.r7*2".5.7.ii.i3.i7/" ' V2.5. 1 1.17 "^ 2'.;. 11 .i3. 17/ 

^ p'"'"» 5^, P""!^ 29gj p"'' " 3.i7,yiffj p"'"» 
2 i5! 2.7 131 2'.3.5 II! 33.7.11 ;)! 

/ 587ffj 5.i7g! \ p"'» i37gig3 P"t 

"V2«.3.5î.i3 2».7.i3y 7! 2V3.7.11 i! 

/ 3i.i453yi 3.i587.a^i \ p^. 

V2'.3. 53. 13.17 2*. 7Î.1 1.13.17,' 3! 

/ 325i^j g, , a.Sgn , / 1357^8^5 . _!ÎjiZfl_\ „ 

'^2>.7.ii. 13.19 7.13.19/' \2i.7.ii.j3.i9 ' 211.7. 11. 19.; 



_ ( 2..-2,-)(2,.- .... 



log; 



4(>» + i) 


' ' ^ 2|''l 


;»^ 


;" -= pour 


(. ■< et poui 


■ r~ 


CXII. 






(I). 






r il. 
(p,,-p,)" 






-2o!;« + pV.j 







.. ■?(»-» )_ 

-lî(«-»)-i«» + »).A»ia + i',"iJ,+ Al,"J„ 

Ip(ll-l')— ip(H-l-l') = Ai,l'lH-A!illJi.^Ay'J2-l-Â!3"J3, 

ip'(K — l') + |p'(«^-l') = A^2!u + AviiJi + Ai"Jj+.AijïiJ3^A'i='Ji. 
ip!«>(,.-,)-.;p'"'(-i.-.)-A'r"« + Ar"Ji + Ai,«'J, 

..!. AV"'' Js + A'"*" Ji + . . . + A'''*"J +3. 
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CXII (suite). 

(1) [SLiltl. 



L(pi.-pi.)> (pu-pry- ■•■ ■ (pu-p«)«+'J 



Ai„"i = pr, Ai,"i=:ip'i', Ai,"'^ ip''^, B'^"' = !pV, 

J^y^ — P'"' A',"- — -J.p™!', Ay'= — |pVp°c, Aijii ^-p'sr, 
K^' = P'^, A'i2' = ipi'"t<', A<,'' = |p"2tJ-i-.24p'îrpc, 

A'a^' = GpVp'Sc, A'4" = 3p'*c, 

A^^'^-p^f, A'," = — IpC't;, Ai,>' = _^pi-'i,. + ipMi>pp, 
A!,^'^ — lip'y(p"îc^-8p'ï<>pf)' A'i'I^ — Sop'yp'sc, A'/' = — lïp'Sf. 



Ai,"*"-.-î(»v+l)B!;ï,-n.p»Blï,+ (i-a,)p-,Br+(i-,)p"(,Ba; 
(V = „,,,,„ . + 3)1 B!,"l = o poiir.<, elprai- . > ,n- a. 

(j). 

'""J (P »-..)• 

- t (»-».)= '■•. + A»'J„ 

p'(« — tu„) = 2((Ai»>+[2e„A'*U,-^6(A<i° jUs, 
p-(ii-».) = 24««aA¥i+7»(J«5 + Ai,'i)A',"J, 

4- 36oe„( A^»i )sj2 + Tao( A\PI )3J^ . 



(3)- 
Si p est une quelconque des solutions de l'équation pv = , on n 

^ — - "" ~ ^"^ [l0gtf(«^<.)— IO'V3-(tt->0-'^-"^'' 
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TABLEAU BES FOEMUi.HS. CI! 

CXllI . 

(.<)■ 

Si y est soluiion (le l'équaiîoii cliiïémuielle (^V- ay'- + fy' + c. 
l'ii a, en pi>sant J„ — j j " du, 

.«)!«-W,. î;^ + Bï« ^^ ^... + B;i.i, $: + BS»J„ 

-4-01a"J.„+.- ^^,„_, ^P', ^„„^, H-.,.4-p„.., ^^^ +ti„ J, 
Voir le Tableau placé à la lin des formules (XCV). 



RM) == _ 6, IÎ7» = — 2.3*. B'a'' = 3'6» — 2î.3ac, B',»' = — 3,76, 

Bi,ii ^_ 22.3,76, B'ji*^— 3^3>.7<ic + 2.3.7 -I76', 

= — .i.3ïa9é'-i-'2'.33.59flie, 6'," = — î3.3'.ô'.7(î&*(;-^ft^3^.5.7a!c=-i-3!.52.: 

lii"t=Bi"-'i-(an — i)îèB'/ii"-(-i« — 2)'(-ï7i — 3)(an-0«cBi^lV', 

(/■ = o,i,5., ...,/i); Bl„"> = i, Bl;" = o poiii- r<o et pour r ■> n. 



p(jîi = a*.7Sèî — 9.8.3.700, P'/' = — 2S.3!6»-+-a".3.i3nic, 

^i,ii = _as,3.56, §<," = 2*.3.7.i365-:i*.3^7«c, 

-s'.S.^iôs + af.SS.S.iidôc, p'j*' = ii'.3!6* — ai».3''.i7«6îc + 2'.3^7V 

(,- = o,T, 2, ...,«); tilj"' = '. 31."'=-o pouiw<o etpour ;■>«. 



pi*) = '2i3.3î6'c4-ai.3.5iaci; 



fUi^tydu = 



,«(1.)^.. = -j-L-.^, loE [«,ji(iO + A?-»r S.|i(»)]. /"?„. (■')*' = -'^^' 
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CALCUL IMÉC.nAL. 



CXIV. 



j'u(«)î|i.<")A< = -«,.("). 
y"u(»)ÏPï(»)<'"=l»sî.i(»), 
/'£.p(«)S,p(«)'''' = È.s(»). 



J^ï = ?""î — Si; — j ïïT,-; - ip '°i: — s;^; 

(■1). 
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HUI-KAl DUS FOIIMl'I.KS. 



CKV (suite). 



l Cil II dn II du -- inu. 1 =: / du -h 1 da, 

r- — — / ~— du -+- k^ I d'i. f : — ■-—■,-; / -—du — ttî / -, — -''" 



j '"-" ''" ^ /,! ^ ^°' - ^ eu) ' j ^« - "^ ^■">- ïûjr) • 

(5). 

J dnti ~ ^-2 " ' ,/ cni(dn« k'^ "ciwt 

/ °" " du = bs ^!^ . / — du = log ■ — - 

J sn«dn« ilnîf J su « ciut en « 

(C). 
/■siiK , r tin» fcnii . dnu 

y — -— du = 1 / j-i— du ~-= — y;; -5 > 

J Sïi^ît suit J dn^M AS dnij 
/ -7—.— dti ■= -, . ( — i— au -^ 
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(i.VlXlL JNTfiGRAL. 



CXVT. 

J snil-snii„ H, " + ""9,^'^' 



■' " " H-— -!^6|î^^^^" 

En donnaiu à la consianle «odes valeurs convenables, on parvient à dus 
formes iiouvel)es|Wui- des intégrales antérieuL-eiiienl calculées (CXJrii.CXV). 

(7)- 

Si Ton désigne \>ar y —/iu) l'une quelconque des fonctions E„a((/), 

?«»("). ?Py(")' ^""' ""'*' '*""' P*"' "" ""^ consianie, par jo, /i, j'J, ... 

la valeuc pour u ~ u^ de la fonction /(m) et de ses dérivées, enfin par a, 

h, c [Tableau XCV] les coefficients de l'équation différentielle 

que vérifie la fonction /(il), on aura, quel que soit n. 

,-.-/_,- ._. 

J [/(»)-/lB.)l" 
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DES FOnXULES. 

CXVII. 



a, p, a', p' étant réels; i\ s, v sont des entiers donnés: r et s son 
miers entre eux, sauf dans la formule (6). Le chemin d'irtégrati 
supposé ne contenir aucun pôle de la fonction sous le signe Ç; m 
s' sont des entiers déterminés par les conditions 

m<^<m-i-i, ii<p<K-H[, N<pr— ïî<NH-i. 

>'<(p-fi')r-(a-a'}ï<N'--,. 

Dans les formules (i) et (à) le logarithme a sa détermination ri 
.?i^ Sm "o, "Il <* sont réels. Dans la formule (6), log tfw est défini ■ 
une fonction holomorphe de u, le long du chemin allant de u\ à ii\, 
au chemin d'intégration donné. 



1 Y""+'%' <':\ 



y" ""î,'«'«=»i.(».+".)+(a'»^- !)-.■, 
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I l6 CALCUL INTÉGRAL. 

CXVIU. 

Cas normal oh 4 est réel el positif. 

(!)■ 

Si le cliemm d'intÉgvatiou ne son pas du rcclangie àonl lus sonim 
sont '^^ — ^^-^> on a, en désignant par rj| le nombre de Cois que l« clieii 
d'intégration traverse de haut en bas, par Nj le nombre de fois qu'il t 

verse de bas en haut le segment de droite allant de o à 1 et en p 

nanl pour los3i(c) sa détermination prinnipalc, 






(.■■-)■ 

Si l'a est un point du segment de droite allant de ■ à 

point excepté, et si l'on prend le signe supéiieur ou inféii' 

que la partie réelle de -. est positive ou négative, on a 



Si v„ = i-t- pn:, où a, ^ sont réels, 3 non entier, et si le nombre . 
;icr II est déterminé par les conditions « < ? < k -l- i, on a (GXVII,) 



X" 






f/i-^-d/i^L)!:/. 



(1). 



Si Vit est un point du segment de droite allant de. ' ù ■', I 

point excepté, si l'on désigne par « la partie réelle de Hn, et si l'o 

prend le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que v est positif o 
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CXVm (suite). 

(5). 
Si m, n désignent des nombres entiers et y, p des nombres vcri 

ï différent lîe zéro, — i<aSi, _i<p<l, 

et si i!„ ^ m -f- HT -i- H -h pT, on a, en prenant le signe supérieur 
rieur suivant que a est positif ou négatif, 



(B). 
t positif, f 



Si m, n désigni 
les conditions 



férieur suivant que a' est positif ou négatif, on a, en prenant pour 
yaritliioe sa détermination principale, 






yGoosle 



I toujours le point nitti 



■/. n'est ni un nombre réel négatif, ni un nombre réel plus grand que i. 
Dans ce qui suit, v/x, \/i — vc, /i — it sin2t|i désignent les déterminations 
des radicauTt dont la partie réelle est positive; y''*! v'"' — ''- les déieriiiina- 
lions des radicaux dont l'argument est compris entre — -; et - ; logx un 
nombre dont la partie réelle est le logarithme népérien de |'.c| et dans le- 
quel le coefficient de i est l'argument de •/. supposé compris entre — - 

CXIX. 



la partie réelle de -: est toujours positive. 

On entendra par ^Jf., ^t.' les déterminations de ces radicau'i. <lont Ili 
partie réelle est positive. 

Si a, rf sont des entiers impairs, b,c des entiers pairs tels que ad—hc — \ . 

(3). 
Si (I, 1); r, d oat la même signification et si ayant ri\c ailiittaii'enieni 
une des tiéterminations du /ôi — £3, on pose 



y Google 



T.\n[,EAL" DES FORMULES 

CXIX (suite). 



'L U(H)J 'rU(x).| 



^-^feVH'^^]^: 



s(»). 






-•H^5': 



(S). 



(9). 



v/iô^ 



l/ïl — E3 v'-i — ^3 v'^i — îj 

/e, — e,i = /il — :j, /ei— es= i/sj— 2al^' — "i \/eî — «^ = — '1/^1— îj/x; 
V^ei— ej ^ î/îi — îs, i/ci— es = v''6i— Sj fi — n, {/ej — £3 = i/ei — s, y'''-; 

llaiis les Tableaux suivants on suppose tU], ojj, \/wi déterminés parles 
formules (9) ; \/îi — ij est fixée arbitrairement à moins qu'on ne prévienne 

ment, de /'T^^s- 
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l^ans les funiiules (i), (a), (3) on suppose ;k|<[; ceue supposilinn 
vriiiter\ieiiL pas Jans les foimiiles {/]). 

(0- 
En pusani 

).(.,= , +|; a,,,., p(»,-f ,.,.*.,.-, 

et en désigiiain par A, B tiens constames arbiiraii'es, la solulion générale 
(le l'équation 

J = A ),(») + B[4|i(, ) + ).('-) I0S>.1. 



où le logarilhmc a sa (Itlermiaatioii principale. 

m- 

).(>.)^,- i|oE(,-,.)-.(>;), l.(/.)|< jl«|; 

^(,) = ^ ^ 10B2 l08(l --/.) - ,(>;), 1 ,,{-<) 1< j 1 , 1. 

(4)- 

x'(i-«) = x(^), x'(^)-x(~J:^)-,'7^rT:,[,.(,,, + , -,(>..)], 

x(^).x. (y.. „.<-., 

X'(V^) -X (;) - /;[x(>)H:ix'(«)], 

ok il faut prendre les signes supérieurs ou inférieurs suivant que la 
partie réelle de -r est positive ou négative. Pour deux valeurs conjuguées 
de K, les valeurs de \{y.) sont conjuguées, les valeurs correspondantes 
d et sont représentées par deux points symétriques par rapport à l'axe des 
quantités imaginaires. 
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CXXI. 

mbre positif et si | / [ < i, oji a, en posaiU q = n 



■).!'. Ci = 6ï57 , ■ï'^-Cn =ïi355o67o3 , 
■i2".eii= [0293 , 2". c, — 776957570 , 

■1.25. Cl = '279025, 3". Cii = 224 170^5555, 

.j,26_c8 = -183127. a*'. 012 = 40784671953; 
Cf. T. III, p. aai, note. 



y;+, (,;;/;) 


(3). 

(4). 


,so(;y:)",-,. 


■ -; 1'. 


j.„(ip)V, 


-a ')•--(' 


-(>)*'+..., p 


^ 1 — y/j 



x(^) = ^'(î)= i &Ko|0 = i,S5.îo75: -/=<.-" = 0.04321;!,); 

t (e~^) = 1,54369+ i.c,4i3fi3 nWîl 

, ,^ 7=.±(e •- = + i.o,oR5R29 
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Dans Loules les formules de ce Tableau on prendra ies signes siipéi-ieuv 
iiii inférieurs suivant que )a pariie réelle de 4 est positive ou nôgaiivt 



Dans les formules (4), logQ a sa détermination principale. 







... 






0,. 






II, 

l''-'l>', 

-Kl»- .|. 


III. 

i<-ii>.. 
.i>i«-.|. 


IV. 

|x|<|.-,l'. 


I«l<., 

»l>l»— 1- 


h'l>'. 


Via^iirile/.„ 


■^ 


iêr 


i 


r^ 




'-^ 






.(^p.)'^,i(i?.)Vn.(;p.)"-.... 10|<; 



\(y.„}—.-;^^l{0\<i)=-{l+-ll}^3(i^-l--l(}^- 










.„.. 






<„... 




1. II. 


iii. 


.V, 


V. 


VI, 


ValcurdeT 


' 


=r-i-h^ 


jîr. 


_, 


-': 


— 1+T 


H., + . 


Valeur de T 


' 




T 
L±T 


±T— ( 


-î 


, 


' 


±(—-t 
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TABLEAU UES tOIOlULES. 

CXXII (suite). 
(5). 





NUMÉROS D 'oh ERE DE LA RÉOION. 


'■ 


II. 


m. 


Valut 


vdoA,-E, 


V-.,-; 


/i^^T.v'^-:; 


v'â,-"7,v'x 


Valeu 


i-dei/^T^^a 


--v/.T^v.v': 


±i^ï;^TWy- 


-AT^^ 


Valeu 


rilei/E,-i=. 


/ÏÏ---W.-» 


\/l, — =, 


.v.T^.^r=. 


Valeu 


rsdeE|,E;,i:3 


^i,tî,^ 


e,,^,^i 


ïs,:i,£a 





SUMÉROS d'ordre DE L.l H 


...... 


IV, 


V. 1 VI, 


Valeur de /ËT-^s 


VïT^'^sv'^^ 


^^/„_,, ,v^i-^»/^ 


Valeur de i/hî-Lj 
Valeur de i/^T^! 


-.V^T^T^ 


-V-^,-=./i-^- d:v'^i--sv/.— /. 


-± /^~%> // 


<Ve,-../-^ 1 «V^,-.» 


Valem'sdeEi,Es,E3 


'-!, ïa. ^1 


^3, 55, Si 


..,.„., 



_a';(o|T) 



H-'^S'-T^Ï- 
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CXXII (suite). 
I i/,^S-^/-^r-.(„|r). 



La jiavtio réelle des radicaux qui figurent ilavis li^s foniiuirs ?ui\ 
(isi positive; \/t — i = 1 1/' — '•"■ 

Si X est dans la région II, on a 7 = — o, i"i -- s^i- w^ - i!z h, ■ 



On peut d'ailleurs employer les mênics formules que dans le c 
«SI dans la région I. 



Si X. est dans la région III, on a q — e'^' , (uj = £!i :':i2'i, 0)3 = Sia; 
Si K est dans la région IV, ou a ? = i; ' ' , u)i= iij, oi^ — — tii it Hj: 
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CXXll (stlTH). 

(9) |.»i«l. 

s,(Jj,)„.-¥/;„?-'î.<,|,,. 

Si •/. C5l dLins la riigion V, ow a <^ == e ^,(01^ sij, wj ^ — si 
3,(ï[,)_.-^V"''^3,(.iT), 
^.(î|')"«"''V»«^S.(Hi), 



Si /. est clans la légioa VJ, on a ç =6-'-', i^, = - '.ï^+ a,, w, ^ 
On peul aussi, quand K esl dans la région VI, appliquer les fm 
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120 CALCUL iNIÈGHAL, 

CXXIl (su(te). 
(ro). 
Dans le cas où x est très pelil on peuL faire usage «les relations siiî- 
vunies, obtenues en négligeant x^, et dans lesquelles, si l'on se donne seu- 
lement X, on prendra pour \fz\-~Z3 la valeur que l'on veut, par e\enipie 
le nombre i. Les logarithmes qui figurent dans ces formules sont les déter- 
minations principales. 



" f. V 4 f.4 



4 \ 3^ 7 









lin négligeant y.* on a de même 

s, (. h) -«*(. + !). in..; 3.(.l,)-. 






,n(„..) _, , /..„,/, M„. cn(~,>0 



(,^^)„-' ^'-O-?)- 



,1 „(»,-/.) = 



-î-('-^)«- 



y Google 



ÏAIILBAD DKS FORMULU 



CXXIT (suite). 



t très voisin de i, on fait de ii 



>'''^-— T('-'-=ë'j-H'-* 



' i '^ h) 



j(«i«.„».).^^(. + |).b(.").^'^iï,(»>„».)=[i+^!f<=...)]r 
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laS CALCUL IMÈGnAL. 

cxxm. 

Si il, ;,, t, soiU donnés, on prendra 



sitiC \i/i,~'.i\ et l'on inentlia 






, s;(o|,i 
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TABLKAU I>RS FORJIIîr.rs. 

CXXIII (suite). 

Srs{c|T)= ^^'(COS;)!^ +ç5cos3„^ + ^Gço55cTt+-/15cOS7li 



'■(■"-■''(,"k)' "«"'-^'(s)' 

■I,(.)-S.(^). 6,(.) = a.(Ji)i 
1 H(») yT^^H|[«) ,,„.,_., 7'''("> 



.-„ o-.(..i„, „.) = ?iM^>,.»,„.. 



U«|«„»,) = 2-„.^ 



1 a-,(>-|^) 
_i. -i ra'. (»l') l 
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l3o CALCUL TNTÉGHAL. 

CXXIV. 

Cas oà t], Sa, Sj sont réels; si >£îâo > ïj; f?>o; ïaSo; (j > o. 
Si î,, S;, Ea Ëonl doiinés{si + ï3-+- î3 = o), on prendra 



Si l'on se donne seulement ■/ ~é -ji on fixera aibitraircment le rombre ^a- 
iilif (si — îj) el l'on prendra 



l^ = - (i + 'iQH- ■(O*^- îO^-^. ..)% x'o Xo logo, 



" f^(U3 W, \i-Q^' 
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9.(1» 



TABLEAU BES FOflMULES. 

CXXIV (soite). 

(»)■ 

l,i0l[!h(«.i)-<l'>k(3»ii)-K!',h(5«..t)-<,l>ih(7».,)+. 
2QÏ [ch(wTC) + Q'ch(3(VTr) + Q«cll{5(i'Tt) + lï'ï.ch(7H'TL) 1 . 
I + 2Qch(lK.Tv) + 2Q*ch(4<flc) + 2Qaob(6H.Tr) + ..,, 

I — 20ch(2«'Tt)+ 2Q'ch(4WTl} — 2Q' cll(6lVTl)+..., 

îTTO^fehf^ir) — 3g'ch(3«'iT)-!-5Q'ch(5ivTt) — 7oiîth(7.<'j 



(3), 



li/ll- 



H(u) = e '/te 

-i a,(i«. 


p) l._l_, 


». 1 T), 8(1. 
wIt), 8,(1. 




' v — -'-,^''"' 


T) 


y.^^ a,( 


.■».|,)' ''""-*-3,(,» 



J (B 
ï,(« 

S, lu 
».(» 

P(»l 



^o-sCmISi, Û3) = 

= ^,(«ltil,ii,,) = 
= j,(i.|a„ii.) = 



' a',(0|T) 
Sl(olT) 

a.(.»|T) __...„ 

a,(0|TJ 

3.(. 



»). 



a,(o 1 1) 
aiC'»iT) 
a,(i«|i) 
%l 

(2B|0^ >^i 






(S). 
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CALCUL IKTÉGRAL. 



aSo, b>o, f.âo, g<o. 
Si El, £2, 63 sont donnés (ej-M- Sj-i- ij = 0), on prendra 



Si l'on se donne seulement x, on Osera arbitrairement le nombre positif b 
et l'on prendra 



On forni 

-j; tel que l'on ail 

l, = :uns|H-,(!..nE|)'H-,5(!.,nE|)V,5.(li..s|)" 



-;iv/? p'°'::T"-" - 



>/s-Ii/ï;i, 



où le logarithme est réel. 



■ÎT.H 0' , ^ 0^ . 3 Q' I 1= ' 5T(olT) 



Ha = - 
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TABLEiC DES FORMULES. 




CXXV (SCITP,). 




^^--=|\/;[^h ^' î^^^'-'^-li/^^ 




^.-E,^1/.b|"', {/i.-K, = lî/.Bl/» 




^^^■-^-|\/;i^h' î'^-'=' = li/5 


s,< 


(2). 


3,(. 


|t) = 2Q*[cOSC^-HQÎCOS3l>TT-t-Q»COS3f)T:-i-0'^COS7 


S,(> 


[T)=l + 2QCOS2P«+2Q'COs4<'Tr+aQ9C0s6pTI-l-.. 


3i( 


]t)= (— 2QC0S21'lt+2Q'C084CTr — 2Q'cos6yTi+.. 


&;(w 


iT)^2itQV[cosyT:-3oîcns3<'Tt^-5Q' 00351-1^-701^0 



3.(>[i 

■a.(o|i 

a,(o| 
s.(-[T- 






Q, s, 



(Ht) 
(•|t)' 
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A^o, B>0,y,So,g<o. 
5i z, , ^,, ,, .ont donnés (., + ;, + ^a = o), on prendra 

_ Ej — El _ l 3 4 . 



et l'on prendra 



On formera su 
a tel que l'on ait 






lu logaritlime est réel. 






■J i3fi, ^;(olT) 
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TABLEAU DES FORMULAS. 



CXXVI (suite). 



/bî— Kj = I /iB I e ', 



V"-'- = \\/â-,\ 



/«; 









(«)- 



au™ 


T) 


s,(.-«. 


T) 


3.(.-» 


T) 


3,(.V 


I) 


Sic.-» 


') 



ao'^ [ch(wjc) + Q'ch(3wT:) -H Q»chC5w'iu) + Qi3ch(7 «■«)+...] 
[-^aQcli(a<VTr) + 2Q^ch(4ii'ii) + aQ9ch(6ii'it)+..., 

l — 2Qcll('2 11'Tr)-f-2Q'ch(4(VTt)- 2Q» ch (6 IV IT ) + . . . , 



(3). 






= ïa(«|n,,S3)- 








ï,(i». 


I) 




S',(o| 


ï) 


S.(i».|T). 




3.(. 


T) 




3,(ii. 


U) „ 


Hfl 


a,(o 


T) - 




S.l.i. 


I») _ 





S.(0|T) 

a',(»-|T) 



a,», ^ j^ f S', ( 
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CALCUL ISTÉGIIAI., 

CXXVll. 

(I)- 



Si l'on se donne deux nombres z i\ k luis quu [ A' | < r, ] ^3 | < i, on sa- 
tisfera à l'équation 

,n(„,A)„=, 
en posant 



»(*=) = 



et où l'on a fixé arbitrairement celle des deux déierminaiions que l'on 
■veut de v^i — s', puis celle des déterminations de log(t3 + <J\ — z^j. 

Si l'on se donne, en outre, l'un des deux nombres z' tels que l'on ait 
a'2 ={i — z'K' — k^z"^), la valeur de m, calculée au moyen de la formule 
précédente, satisfera aux deux équations concordantes 



,n(,..*) = 



,Ual,u, k) 



pourvu que, ayant fixé \/i — A' 3' par la condition que sa partie réelle si 
positive, l'on choisisse pour s/ 1 — z^ la détermination -t=^^^ • 



Si l'on se donne deux nombres s 61 k tels que \k\ <,\ , | ^ | > i , on sa- 
eq.a.on „{u,k)«^, 

où l'on a fixé arbitrairement celle des deux déterminations que l'on veul 
de4 / I — -jx-i> P"'s celle des déterminations de 'ogl ir--'-i/ ^~Ti'~;]' 
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DES rORMUIES. 137 

CXXVII (sum). 

(a) [mil.]. 

Si l'on se donne, en outre, l'un des deux nombres s' lels que l'on ait 
3'» = (i— zî)(i — i'ss), la valeur de «, calculée au moyen de la formule 
précédente, satisfera aux deux équations concordantes 

.,(»,*, = .. !^--^' = .', 

pourvu que, ayant fixé t/i - ~ par la condition que sa partie réelle soit 
positive, l'on choisisse pour 1/ 1 — yr— - la détermination — — — • 

(3). 
On donne i>, 1,, Sj, sj et l'on suppose 



i/i — K a son argument compris entre — y e' ** — 






ndésignanlcelle des déterminations de n = ^i — '■■l/'[ ^^ dont la partie 

réelle est positive; les déterminations de v/s, — sj, yT— a', puis celle de 
log(a + iVr^^) sont fixées arbitrairement. 
Dans ces conditions, on satisfera à l'équation 

iVh~h\'->-V'-—'^) 

,/e,_tj(n.{/fI7^)'\ ' ' 3 * 3.5 ^■^ '^S.S.? '"^ "7' 
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l38 CALCUL INTÉGRAL. 

CXXVII (suite). 

(3) Ira.ï.]. 

Si l'on se donne, en outre, l'un des deus oombres p' tel que l'on ail 
p'' = 4p' — ■yjp — fsi 1" valeur de u, calculée au moyen de la Tormule pré- 
cédente, satisfera aoï deux équations concordantes 

par 
■gai à 



pourvu que, ayant fi^é /i — p's^ par la condition que sa partie réelle 



t positive, on prenni 



(iWIEaOzJ!i!5. 



(,,_„)(,_,.) ,^/,-^rpi 













-ï^- 


i«!<l--.|. 


Ul, 


IV. 

■>.\>',\-^-A>^, 

|k|<|k-i|. 


V ou VI. 

h-li<., 

|«|>|X-l|. 


Valeur de X. 


I/T^i 


\/^ 




f/x 


,'."i7-.rr 


i/ i 


ValeurdcH^ 
7. 


m. 


l/s 


i/R 


v/S 


Ssr"'- 


V.,e„.... 


• 


A 


./T^ 


■ 


Ls»parlLosféeM« 


Valeur de R. 


(p — Eï)(P — Î3 


(,_,,)(,_„) 


(P-e3)(P-ïi) 


(p_:j)(, £,) 
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CXXVIII (suite). 

On donne £i, ;;, £3, '(i, fs, p, v' tels que 

Pour déterminer une valeur de u vendant les dent équations eoncor- 
dantes 

P("; Ys' ïî) = P- P'("i Tî. ïa) = P'. 
on formera d'abord les quantités )^, tlj, p, R d"après le Tableau précédent j 
puis les quatitilés pu, So, '-(PJ). B,-o, Su au moyen des formules 

H_'-X _. _ ' ' - n- >,.., , I Vr i-3.5...(av-i) 1'a,, 



s, = S(ï,) = B„i.+ ;B,,jî + ^ 



Si, en formani S», o.i s 



3.5.7 



(B+,)!i/(4»+>)«;(i-iiiii)(i-iP!»îi) 

arquera que X(pJ) peut auîsi être calculé au moyen de 



par la formule 
Ceci posé, on a 

„ _ ^^(p^-)iog(s„+tV7^^) _ a /r^^ S„ 



ip /=! - î, (I + X)' p l/^i-'3 (■ -t- X)'- 

pourvu que l'on prenne pour /si — s,, v''' — ^l ^^^ déternilnatior 
racines pour lesquelles on ait 

où la partie réelle de /i — PJ^J est positive. 
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l4o CALCUL IMÈGHAL, 

CXXIX. 

Cas où -(s et -j-j iont réels. 

{')■ 
Si l'on est dans le cas du Tableau (CXXIII), on conservera aux quar 
tilés p, q, q'', x, x', tOi, ijij, t, T],, 1^3 la signification adoptée dans ce Ti 
bleau, et l'on appliquera les formules (CXXVIII) qui correspondent au c: 
où -A est dans la région I. La quantité ^g est alors égaie à ^ et est compri: 
entre o et j-'„; on prendra pour /ei — Sj sa détermination positive et W 

Si p est réel et plus grand que ei, sg est réel et compris entre — [ et + 
S désignant l'unité positive ou négative suivant que v' est négatif ou p 
silif. on prendra pour 6 une solution des deux équations 

et l'on aura une holulion réelle des deux équations concordantes 

par la formule 

^S(cosO). 



' ll^^,- 


-T,|[.^ 


mr S{s„) ei 


^ 



: terme dans S{cos6), l'ei 



sera moindre que — 



45!s/i7 



Si l'on est dans le cas du Tableau (CXXlVj, on conservera a 

tités Poi 0, Q*^, Xu. xJi, £ii, Q3, T, H], H3 la signification adoptée 
Tableau, et l'on appliqnera les formules (CXXVIII) relatives au 
est dans la région V. On aura 



;[.+ !/«! 
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TABLIÎAU DRS FORMULES, l4' 

CXXIX (suite). 

(ï) [suite]. 
Si p est réel et plus grand que s,, z^ est réel et compris entre i et 5- 
011 prendra pour la solution réelle des deux équations 

où S est égal à -M ou à — 1, suivant que p' est négatif ou positif, et l'oi 
aura une solution réelle des deux, équations ooncordantes p{u; -/j, fa) — i" 
p'{u; Yi, fa) = p' par !a formule 



i-ant que deux termes dans S(eh9), l'ei 



(3). 



Si l'on est dans le cas du Tableau (GXXV), on consei-vera aux quan- 
tités A, B, '!', ?oi Q' Q'j "(1. ^'01 ^i> ^^3' T, H|, Ha la signification qu'elles onl 
dans ce Tableau, et l'on appliquera les formules (CXXVill) relatives au 
cas où X est dans la région III. On aura 



T, p„ = aangî, X(PJ) = 



Si p est réel, plus grand que Sj, on calculei 
réels a, 3o, 0, w par les formules 



'ilv Sini| 277 



= cot 1 tang Q 


-;) = «« 


. y-i 




'" MO ^ rO = 

4 - 





.■ i>/;i 



Dans ces formules, 5 désigne 
est négatif ou positif. 
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I^a CAF.GIJL INTÉGRAI,. 

CXXIX (suitk)- 

(.0- 

Si 1-on est daiiB le cas du Tableau (GXXVI), on conservera aux quan- 
tités », n, f , po, Q, o', Xo, sô, Sli, lia, t, Hi, Ha la signification adoptée dans 
ce Tableau, et l'on appliquera les formules (CXXVHI) relatives au cas où k 
est dans !a région IV. On aura 



.ng?, Xi?l) = icos^l\^^ 



Si p est réel, plus grand que îj -l — -. — > on calculera successivement les 
nombres réels a, z^. 6, ii par les formules 



-^.V!^ 






,l/.ic, 

Si p est réel, compris entre ej et sj -i- -,- - . c 
les nombres réel^ a, s^, 0, k par les formules 






^^.^A^ 



/ïi" 






£S(2,). 
» 1 l/« I cos> î 

Dans ces formules, S désigne l'unité positive ou négative sui 
est négatif ou positif. 
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TABLEAU DES FOliMULF.S. 

INTÉGRALES ELLIPTIQUES. 

^3 ET g3 SilNT DES NOMHiiES récls. 

cxxx. 

Cas où e,, ei, Cj Jon( /'ée/s; ei > ej > e,. 
Cf (CXXIir), (CXXIV), (CXXIX,-î) en supposant êi = ei, e, = : 
?~ = ï!, ^3 = -f3, i^ = K, .-■. 



-.o [m,-.^3 ],' 0,+ [a. ,1 






(4 


(■^' 




(^^^ 


i-", 

m 


('■^i 


-Rt 


m' 


[*«-] 


('■3 




t«j 


t,? 


!'■<. 


„f,j 


[pj^ 



Image de (t^j) 



[63] t«2] 

Dana le plan des y, les valeurs entre oroehcLs correspondcnl au plan 
des k; dans le plan des i( elles correspondent au plan des/. 

^ = «3 + A{e, — eO; î = ea — A(e| — ea). 

où u)i, (1)3 sont formés au moyen de e,, e,_, Cj comme dans les formules 
(CXXIII), (CXXIV). 
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CALCUL INIÉGn; 






ce (GXXV), (GXXVI), (GXSIX3_,), en supposant 



>2= S5, ea= îj, 





Dans le plan des y les valeurs entre crochets correspondent au plai 
des k; dans le plan des it elles correspondent au plan des y. 
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OES FORMULES. 



CXXXl (suite). 






où bi,, {1)3 sont formés au moyen de ei, e^, e» comme dciiis les formules 
(GXXV), (GSXVl). 

cxxxn. 

Substitutions linéaires. 
(0. 

ï = 47^~^!j' — „"a = 4(7 — ««)(/ — efj) (:>• — «•;•)' 

^2 = AE -H 3 Gï — 4BD, g,^ ACE + 2BCD — AD^ — EB^- - C^ 
î Z;i ds _ dy 



(i-^p)"' z;,' 

(3) A^o. 

L=(2,-s,)(2,~ll), H = (»,-i,)(».-»l). N = (-.-»i)(-.-J.), L = M + Pli 

^, = ^' (I.- + M' + N.), y, . ~ (L + M) (L + N) (M _ N)i 

,..|~^(.).^, + .,2,)= *j[(.p + ^»)(», + '.)-2(«i, + ^„^.,)], 

T. et M.— IV. 10 
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> CALCUL INTÉGEAL. 

CXXXn (suite). 

(/i) A-o. 

Z = aaî + 3632 + 3C3 H- rf= <t(^ — 3^) (a - Jv) (3 — 3p)> 

e„ = -^z;, «51= ^';z;, e, = ^z;, 
cxxxm. 

Coj oà Z es; t/u troisième degré et admet trois racines réelles 



a>o; es — «,= 7-(3, — 3j)> «i— «s = j(3i — 23), 

i.K/îi"J„ i/zr ;■ j.j/zi J„ i/zi " 

où oli, <»i sont foL-més au moyen do e,, e^, e^ commo dans les foimnles 
(GXXIII), (GXXIV). 

CXXXIV. 

Z.,i,(i-i>)(i-»>). 
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TABLEiU DES FORMULES. 



CXXXIV (siinii). 

r' ^t = r '''^=„, =i(„,; 



z.j.ii+»)(>-»^). 



J-.W\J, r7z"i~^"i/;rTTri^i^r 

/" (/s _ '/"" (/a _ _ 1 / n \ 



y Google 



l48 CALCUL IKTËCRAL. 

CXXXIV (sciTi). 

r* ^?^ = r"-"- =. », = ' ^f'-^Ji . 
J_, i/zi 4 i/zi y-«i V » z* 

cxxxv. 

Z.(, + ,')(i-*"=.). 



f -i^ = ^-- . '- - w, r 



v/z| 



i>ft>o; 3ci = a — AS 3-;, = 2A'-T, 3Êa = -i-AS 
/(>l; 3e, = a/i=-i, 3eî = a — 7,^, 3e, = — i — /(S, /,' 



J. IVzVi l/zl ' * ' i 



/z 



>A>o; 36i = i + AS 3e2^i-'iA3, ie, = h^ — 2, h^ = \ — h'-. 



J. iv'z'i 
A>i; 3e, = i + /iS 3c;î = /iS — 2, Sej^, — 3A% A-^ = - 



01, «appose K = i(i'), K' = K{,-/fl). 
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■49 



CXXXVI. 

Cas où Z est da troisième degré et admet 



i = — ('iz^ — z,— Zi); Bî — ej — - (3s — ïj); 






1/2| ■' J. 






" ' ./.. is"""' 



où (!>,, loj sont formés au raojen de e,, Sj, ej comme dans les formules 
(GXXV),(CXXVI), 



Plan des u. 



il"'.-' 




Dans le plan désoles valeurs enci'e crochets correspondenl au plan des m; 
dans le plan des « elles correspondent au plan des z. 
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CALCUL INTÉGltAL. 



Cas OÙ. Z est du quatrième degré et admet quatre racines réelles 

■Si >3! > Sa >ïi. 



A<o; e3~ei = J-AL, Êa-e,= iA.N, e^ — e2 = -lAM, 't* -"- t ' 

X' '■ (fa _ Y'"' ds _ ' r''- dz __ V" dz ' r^' du _ w, 

, Û't\~J... Û^\~""'' X, W^\~X. r7z"|^J— 17^^"^' 

Dans ces formules et les suivantes (CSXVIII), u>i, 0)3 sont formés au 
mojen de e,, e,, e, comme dans les formules (CXXIIT), (CXXIV). 

CXXXYIII. 

Cas où Z admet deu37 paires de racines imagirtaires conjuguées. 

fllp>0, îi:p>o, z,^z,lz,^z,; A>o. 
e, — 63= î AL, e, — e, = - AM, é^ - C3 = -■ AN, /<= = 1^- 

(0- 

Fig. D. 



1",! 


\kii'' 


(-■.l 


'a 


("s) 


il 


l'-.l 


m' 




Dans le plan des z les valeurs entre crochets c 
dans le plan des u elles correspondent au plan des z. 

Zi-h-Zt — Si—H 



:3a,-|/(ai— s,)(3i 



T^^IJ^ 



Si + 3j — Zj — a^ 
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TABLEAU DBS FORMULES. 

GXXXVIII (suitk). 

(0 [nùfe]. 



Pour la détermination de /z dans ces intégrales, voir n° 604. 



:' + a /■= ( 1— a cos^ 0) 3= -i- r^ ^- (s^ + 2 



i li/zl i I 





Ptoi rfes II. 




[«.' 


1 .^,) 


W,| 


D,.' 


('■=1 


[g'] 


feî 


('■^1 
('',1 




ri 




[«d 



Dans le plan des z les valeurs entre crochets correspondent au plan des u; 
dans le plan des it elles correspondent au plan des s. 

Dans le plan des z, on a omis, pour ne pas charger la figure, d'écrire 
p = ^(3i + «i) = ^(33 + S;), à l'intersection de ra\e des quantités réelles 
et de la coupure. 



'r'' dz _ '/■" dz 
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CXXXIX. 




où Z admet deux 


mcin.s ri 


e«es 


:2,> 


imaginaires conjugi 


tées; 


^ 


5 = 


l^.-'.l. 


s = 


34 ' 


..= ^[(.,-.0 


■-(., + . 


3-^ 


i30(^ 


ei— ej 


-^<^. 


--3 


)U- 



Dans les foi'iimles suivantes tu,, oij sont formés 
;omme dans los formules (GXXV), (CXXVI). 



J"' ds _ 'Ç'"- dz 0)3 — «Il 
.. iv/^rJ, 17*1 ^^^" 

'/'^"_^3 'r'^" dz _ U)s-i-U], 

'r" _dz _ 'r*" dz 'p'' dz _ uj3_-H W| 

J.. 17*1 "V. [7^ '^'l. RTi - ■".'" ' 

r"' dz_ _ 'Ç'' jlz _ 013 — (0| 



'r'''_ds_ _ 'r'^~ ds r"' t/a _ i^isj 
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CXXXIX (suite). 

X"' dz _ 'i""^" dz _ lu^ — oii 



Substitutions quadratiques dans le cas où Z est du. troisième degré 
et n'admet qu'une seule racine réelle, ^j. 



7,_<.(,-3,)(2-„i(«-i.); 






»(i-C,)(«-î.); 



ï/Z /«a^d -»,)(« — »,) 



^z (»-2.)' ' 

l,T-x,){T-r,)^{x + z,+ z,r-i{z,z, + z,iy, 
!,>».>!., »,>o>«,; 





-« ï. », S, +» 




-. ., ,.. ,, ^.. 


Ssn.(j)... 


-^ - - * 



l/Zl |Ai(a;-»,)fa:-i.)l 



OÙ il faut prendre le signe supérieur 
dans l'iftterïalle Ca- ■ -iii o" \M)Vi de c 
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CALCUL IKTÉGBAL. 



CXLI. 

Substitutions quadratiques dans le cas oit Z est du quatrième degré 
et admet soit une paire, soit deux paires, de racines imaginaires 
conjuguées, 
Z = A.{z — z,)iz — Zi)(s~Zi)(z — z^): si,aa imaginaires conjuguées. 

A, = k{z,-Zi)^; 
(f(3) = (3ï-t-3v— 3i— 53)3'+2(3|3a— ^i3l)a-^-(3,^-^a)^2 3^— (3i-+-aj)s,a3, 
_ (a — 3s)(3 — 2i) ds _ d^ 






(>)■ 

,,(z)^{^, + z,-^,-z,)(z-?:,){z~t:,), 

_ '^ Cl — -^3 — ^i „ ^Cs — gj — 8) . 

' ~ a^i — !, — ^a ' ^ ~ 2^3 - Si — zj ' 





s.+..>., + =.;(l<l,). 


., + >,<«, + •.; Oï.. 


^ 




-» », î, I. & +=» 


3: 


I a;, o a;, o : 


1 373 O 37, 1 


SBn^(^). 


+ -^ -^ 





Lorsque zj, Zi sont imaginaires, on doil les effacer, dans ce Tables 
»insi que les C[(iantiLés o qui leur correspondeni.. 



^(Z)=2(3,Z3-3,.=0U-- 





-..,«,,... 


.,..>..... 


SgnY(3).. 


-" '-^ -*" 


' ., ' +" 
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ÎLBÀU DES 


FORMULES 






CXLI ( 


suite). 






{2) [s 


iiile]. 








373 = 


(M- 


-^0^ 




(■Si- 


-^=)' 


iCj^ I 


, .r.= 


(s, - 





CWAl 

T' ''' = 'f ''' =i,.i,,o,, 



= R(.l_a,«' + 4a,i 



(I) 


1 gi^3al — iaiai-ha(,ai, 


('■) 


p. «1-»»<î.^ p,.,_. ^a',^3a,a,a, + ala,. 


(3) a = 


,;^';:T-s-,k>^-="~«»-"-s 


(4) 




(S) 


i R'(z) ^ «„a2-l-afi,s 1- «^ ^ p m -1- p(!H- i-). 


Dans ( 


^es formules la il é terminai! on de /«« est fixée arbitraifement. 
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CXLIV. 
' J i/iHil 

(4) aJ^^.^^^, f^-Ha, /"^^ „„-_«.„ + iVH(i); 
^J •R(^) J y/RC^) J v/Ri») 

J l/R(«) 

'"' o.(,- + 2)J„,-n(„- + 3)<.,J„,^6(,--n)o,J„, 

( +«(ïr+i)<..J,+ ra,J,_,=ji'/S(ï); 



1 J ^'i/R(») J i/Ki(»l 



Dans ces formules, r est un nombre quelconque; c, c', c", c" désignent 
des constantes arbitraires. 

CXLV. 



. ^^____j,.,j, 



i(*l) _ («-/r' ) (.-af)(i + /r-) ^ J^ £; 
(>^î la^U'H-rr-ea)^ i6 tf 



J(i') f-f + i 3 £, _,,„,.,,. 

ig, ~2i'i'i(«,-«.)' Ml' ' 

l 3ag^ = 9^3tla"i^>a, ^''^5^ = ^^ 1m - 4 ^^S'î'^a, 

(3) ,'^' 
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TABLEAU DES FORMULE! 



CXLV ( 


(sriïE). 








, 


dK' 


J_ K'... 






^~rj^' 


rfi" -= Jô 




'2X(I 


-x) 


E, 


dE- _ 


1 


. 


E' 




dv. a(i 


r^^)*"- 


a(i- 


-■'•-) 



Dans les formules (4-S), K désigne la fonciion x(r) de la variable 








144 


iU 




6 dy 
+ '24(i9/-io 

CXLVl. 


144 


-169 


e = „. 


i6(J 




-- 


-1 Kï"- 


+ iï!..*'-[i 


.^^ -1- -, 


\g^' 


»■],?.*, 


.68 






^,ï--! 


!«»*■+ Hrf 


..+ ; 


U.l 


»i 


.«g 


3F, 


=- 


-u.*: 


:+iï;..ri- 


[ -.■■?. ' 


..+ 


^J^.- 


.6S 




=1 


rftïi- 


-l^.«tfâ+[i 


e. + S 


ï.»' 


U.«.^ 
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CALCUL INTÉGRAL, 



CXLYl (siiiïE). 

|i< — iS^sOp'+tié-îA + a^î^p — 36^sp^ 
^iC — 18^3 «)p'+ 24^,^2 — 36g-3p — ^g-^; 

gl^i — 9g^K\l'M-+- [i#2 — 9é'3(ea + p)Uaci, 

é-s « — 9 é-s i;] i'^1 -i- g ^2 ( ey — ep ) ;pT, 



648 


zk — 


84 S 




64 S 




î.fj 




3,(, 


ig. 



h.gî 



,, 'if-, 



■'(>-'■) 



-^4-<'"-^]-- 



,.iJii(»)_ 



UZ'(K)- 



-[«Z'(K)Z'(»)- 
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NOTE. 



Détermination de la fonction inverse de p k au moyen 
des formules CXXVIII et GXXIX. 

Reprenons touteslosnoiations et conventions duTableau{CXXVni), sauf 
celles qui concernent la délerminalion de y'' — ■^U - ^'>s{^«~t~ ^\/~Ï— ^^)i 
que, dans cette Note, nous fixerons comme il suit : 

Dans le plan de la variabie 2g, du point o comme centre, avec un rayon 
égal à rn~i' décrivons un cercle, et pratiquons à l'intérieur de ce cercle 
deux coupures allant respectivement des points -t-i, — i aus points 
m' — m* '^^"^ l'aire intérieure au cercle modifiée par ces coupures, 
regardons la fonction /i — »J comme ayant sa partie réelle positive, et 
la fonction -tiog(ao+ i ^i — s^) comme ayant sa partie réelle comprise 

entre — it et ti. Les valeurs respectives de ces fonctions, sur îes bords 
des coupures, sont données par le Tableau suivant, où les radicaux et les 
logarithmes sont réels et positifs : 

Coupure de gauche. 

Bord supérieur, , , -v- j /s^ — i, t: — ilog{— z^-h s/ 5% -~ i), 

Bord inférieur — i i/sj — i , 7; + ilog(~ a^ -f- \/^ — ')■ 

Coupure de droite. 
Bord supérieur... - i ^Jf^, , _ i log(3„ + j/Sf^^), 

Bord inférieur.... ^i^Jf^i, -+- ilog{z^ + </^ï^). 

Pour.^0 réel, compris entre ~ 1 et s- i, la fonction ^[o§(za-\-i^i — isl) 
coïncide avec la fonction arccosa définie comme étant comprise entre o 
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et K. Dans l'aire do cercle, modifiée par les coupures, cette fonction est 
holomorphe, ainsi que la fonction 

ip v'îi — Sa ([ -H x)^ p i/s,— £3(1 -+■ yj' 

puisque So est une série entière en z^, convergente dans le cercle et sur 
sa circonférence. ■^ous désignerons par F(3o) le second niemhre de cette 
formule, où il est bien entendu que y'' — ^l et -^ log(^(i+ 'V' — ^l) ""^ 
le sens qui vient d'être précisé. Si l'on regarde alors So comme la fonction 
de p qui a été spécifiée dans le Tableau (CXXVIII), u ^ F(so) devient une 
fonction de p que nous désignerons par apy, en posant p =^; cette fonc- 
tion est parfaitement déterminée pourvu que la partie réelle de IIo ne soit 
pas nulle, et l'on a identiquement p(apj) =jk- 
Les trois équations concordantes 



-Ho 



r^pu, u-^F(z,) 



établissent une correspondance entre les trois variables a,,, ^(ou p), z^, 
correspondance qu'il est aisé d'approfondir dans les quati'e cas du Ta- 
bleau (CXXIX) (fî, 73 réels). Dans le premier de ces cas, la fonction apj 
coïncide avec la fonction argpj définie au n" S9i; il aurait été facile d'é- 
tablir la coïncidence entre les fonctions up^et argpy (n" 894) dans le 
troisième cas. 

Quoi qu'il en soii, dans les quatre cas du Tableau (CXXIX), par les for- 
mules précédentes, au cercle et aux coupures du plan des 3^ correspondent, 
dans le plan des^, un système de coupures rectilignes ou circulaires qui 
passent par les points E], sg, Ej et, dans le plan des u, le contour d'un rec- 
tangle égal en surface à la moitié d'un parallélogramme des périodes et 
symétrique tantôt par rapporta l'axe desquantités réelles, tantôt par rapport 
à l'axe des quantités purement imaginaires. Sur le contour de ce reoiangle 
se trouve le point o qui correspond au point 1 du plan des z„ et au point oo 
du plan des/. Aux points intérieurs de ce rectangle correspondent d'une 
façon univoque les points du plan des/non situés sur les coupures et les 
points du plan des ^0 1"' sont intérieurs au cercle sans être situés sur les 
coupures. Quand le plan/ comporte des coupures circulaires, elles sont 
situées sur le cercle de centre ej qui passe par les points £1, Sj. 

Les figures schématiques qui suivent expriment, dans chacun des quatre 
cas, cette correspondance. Pour plus de clarté on a séparé les bords des 
coupures et l'on a entouré les points critiques d'arcs de cercle infiniment 
petits que l'on regardera comme continuant les bords des coupures. Dans 
le plan des x^, au cercle infiniment petit décrit du point 1 comme centre, 
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correspondeni approxîmaiivemeni dans le plan des M un demi-cercle infi- 
Diment petit décrit du point o comme centre, et, dans le plan des y, un 
cercle de rayon infîniinenl grand, que l'on regardera comme embrassant 
tout le plan et dont on n'a figuré que l'amorce, vers -i- =o, ou ^ so, suivant 
les cas. Dans les trois plans, les coupures et les arcs de cercle limitent des 
aires simplement connexes qui se correspondent point par point et où les 
fonctions F(ao), np^, pu sont respectivement liolomorphes. Une flèche 
indique le sens dans lequel doit marcher un mobile partant du point i, 
± ce, o, suivant qu'il se meut dans le plan des Z/,, des y, ou des m, pour 
suivre dans le sens direct le contour qui limite l'aire considérée sans ja- 
mais traverser une coupure; dans ce mouvement les trois mobiles se cor- 
respondent. On n'aura dès lors aucune peine à distinguer la correspon- 
dance entre les bords supérieurs et inférieurs, extérieurs ou intérieurs, 
des diverses coupures des plans des a^ ou des y et des diverses portions 
du contour du rectangle du plan des u. Au reste, sauf pour le point i du 
pian des Zg, on a employé, pour désigner les points remarquables de la 
ligure relative à ce plan, les mêmes lettre;, placées entre parenthèses, que 
pour le plan correspondant du plan des^; on a répété ces mêmes lettres 
placées entre crochets, à côté des points correspondants du plan des u. 



y Google 



g>o 



[roiVCXXIII et CXXVIII, cas I.] 




(' est de signe contraire aux coefficients de î dans y el dans Zn. A deux 
points^ dout les aflixes seul conjuguées correspondent deux points zo, 
ou deux points u, symétriques par rapport aux axes des quantités réelles. 
Au cercle du plan des y décrit de S| comme centre avec un rayon /r'(si — £3), 
cercle par rapport auquel les deux points Eî et S3 sont symétriques (n° 339). 









des s, le di 
e plan des u, te segmei 



qui 



a du point ~ 



Au segment indéfini du plan des^ qui va de îi à -H ^ correspondent, dans 
le plan des a, le segment qui va de (s,) à -1- 1, et, dans le plan des u, le 
segment qui va de o à la,. 
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[ Voir CXXiV el CXXVIII, cas V. ] 




(m) = ^; (-,)^~k' 



i a le signe du coefficient de i dans ^ et le signe contraire au coefficient 
de i dans zn. A deux points j^ dont les affixes sont conjuguées corres- 
pondent deux points Za d'affixes conjuguées et deux points m symétriques 
par rapport à l'axe des quantités purement imaginaires. Au cercle du plan 
des j' décrit de 63 comme centre et par rapport auquel les deux points »,, 
E; sont symétriques, correspond, dans le plan des ^o, le diamètre qui va 

du point -^ au point — 5-1 et, dans le plan des «, le segment qui va de 



-— ■ Au segment indéfini du plan des^ q 



à Ej correspond, dans le plan ( 
le plan des u, le segment qui ■ 



ade- 



), le segment qui va de i à (sj), et, dans 
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(3) g<o; ^,^0. 

[Voir CXXVr et CXXVIll, <::.<■ IV. ) 





t' est (le signe contraire aus. coefficients <ie i dans j' et dans Zij. A ilcus 
points^ dont les affixes sont conjuguées correspondent deu\ points ^o 
ou deux points u symétriques par rapport aus. axes des quantités réelles. 
A deux points y de même affîxe, mais situés sur les deux bords d'une cou- 
pure circulaire allant de m' à Ei ou à es, correspondent deux points So ^i'- 
mélriques par rapport à l'ase des q^oantités purement imaginaires et deux 
points u symétriques par rapport à (o, ou à 0)3. A la partie non figurée du 
cercle du plan des/, de centre e^i qui va de Sj à S3, correspond, dans le 
plan des Zn, le diamètre qui va de (s,) à (ej), et, dans le plan des u, le 
segment qui va de tU] à toj. Au segment indéfini du plan des/, qui va de 
Es à -I- 00, correspond, dans le plan des ao, le segment qui va de (Eî)à i, 
et, dans le plan dos 11, le segment qui va de vij ■+ wj à o. 
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(m,) = -cot7, 




i est de même signe que le coefficient de i dans y et de signe coniraiie 
au coefficient de i dans ^O' A deux points y, d'affises conjuguées, corres- 
pondent deux points So symétriques par rapport à l'axe des quantités 
réelles et deux points w symétriques par rapport à l'une des quantités pu- 
rement imaginaires. A deus points j" de même affixe, mais situés sur les 
Lords opposés de la coupure circulaire allant de m à si ou à sg, corres- 
pondent deux points Eo symétriques par rapport à l'asc des quantités pu- 
rement imaginaires et deus points u symétriques par rapport à Wj ou 
a — ws. A la partie non figurée du cercle décrit de Sj comme centre dans 
le plan des y, allant de Sj à tz, correspond, dans le pian des zo, le diamètre 
qui va de (si) à(E3), et, dans le plan des «, le segment qui l'a de oj, 
ù. — 0)3, Au segment indéfini du plan des y qui ya de — oc à sj corres- 
pond, dans le plan des z,, le segment qui va de 1 à (e.). et, dans le plan 
des u, ie segment qui va de o ii lOi — uij. 
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Le lecteur troiivera dans le tesle, au Chapitre IX, tout ce qu'il faut pour 
établir ces divers résultats qu'on a cru pouvoir ici se contenti 



Il observera aussi que, dans les quatre cas, la fonction \l !\y^ — g^^y — g, 
assujettie à être positive pour un point d'affixe très grande et supposée, 
s'il y a une telle coupure, sur le bord supérieur de la coupure recti- 
ligne qui va vers -i- », est holomorphe dans le plan des y limité par les 
coupures indiquées. Dans ces conditions on a, en deux points correspon- 



p'K^ —^/iyi—ff,y — g„ 

,t que le chemin d'intégration ne traverse aiici 

ff' dy 

npj-i — 'ipy"= / 7===- 
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PREMIÈRES APPLICATIONS 

DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



CHAPITRE I. 



PREMIÈRES APPLICATIONS A LA GEOMETRIE 
ET A LA MÉGANIQUE. 



§ I, — Longueur d'un arc d'ellipae. 

QAl . SoienL a et b les demi-axes de l'ellipse; supposons a^ b. 
Nous prendrons, pour origine des arcs s de l'ellipse, l'une des 
extrémités de son petit axe et nous orienterons l'ellipse à partir 
de celte extrémité dans un sens déterminé arbitrairement choisi. 
Si l'on met les équations de l'ellipse sous la forme 



en se réservant de choisir convenablement le module k, et si l'on 
fait varier le paramètre m de o à K, on obtient la longueur l du 
quart de l'ellipse. Soit s la longueur de l'arc de l'ellipse corres- 
pondant à une valeur de u comprise entre o et K; si l'on désigne 
par ds la différentielle de cet arc, les formules (LXVIII), (LX.IX) 
donnent la relation 

que l'on peut écrire, en prenant pour îe module k Vexcentricilé 
de l'ellipse, 

rfs' = a^ dn° «(i — /.' sn' u) du"- — «' dn^ u du' ; 
T. et M. — IV. 1^ 
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on a donc 

s = « f An^-iidit, i = a f d<,''udii. 

La valeur de la dernière intégrale se lit immédiatement siirla for- 
mule (Cil,); on a donc 



La valeur de s résulte, dans tous les cas, de la formule (CXV,), 
d'après laquelle 

on en déduit immédiatement, en tenant compte de la formule 
(LXXIX,), la relation 

i = «[,-Z'(o)] + Z(,0, 

que l'on peut aussi écrire (CIL ,5) 

i=--E{«). 

C'esl ce problème de la rectification d'un arc d'ellipse qui a servi 
de point de départ aux recherches de Legendre sur les fondions 
elliptiques; le nom même de fonctions elliptiques, d'abord em- 
ployé pour désigner les intégrales elliptiques, en lire son origine. 

6i8. Pour effectuer un calcul numérique déterminé on prendra 



de façon que k- = - ^ j- '' ■ soil Ijien égal à - — - — ; on aura aloi 
(LXXI,,CI1,), 

el l'expressim de s pourra être mise sous la forme (Cil; 
(LXXVIII,), 

. .„.,,.. ... _ y,(--) 



'-H^ 
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qui convient au calcul. On fera usage des Tableaux (CXXIU) ou 
(CXXIV), suivant que a^ est plus grand ou plus pelil que 26''. 
Pour A* peut, on a, en négligeant A^ , 



5 II. — Longueur d'un arc de lemniscate. 



649. L'équation de la lemniscate rapportée à son point double 
comme pôle et à son ase comme axe polaire est, comme on sait, 



on en déduil immédiatement pour la longueur cls de l'arc élém 
taire de cette courbe, la relation 



dr- 



en posant 

Convenons de prendre tous les radicaux avec leur détermination 
arithmétique; convenons aussi de prendre 5^0 et i=;o pour 
B =r o ; on a alors pour la longueur l du quart de la lemniscate 
et pour la longueur s d'un arc quelconque de la lemniscate plus 
petit que l, compté à partir de l'extrémité de son axe, les formules 

;=_^ p _^'!- ,= JL '[''' '^^ 

00 a, de même, pour la longueur l-~^s d'un arc quelconque plus 
petit que /et compté à partir du point double, les formules 

où l'on a posé 



De CCS formules on déduit, pour 
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„(.,„),......(^...),,..„Q/.,).,.„(1^) 



5 III. — Aire de l'ellipsoïde. 



« > è > c > o, 



l'équation de l'eUipsoïde rapportée à ses axes. Groupons les points 
de ia surface où la normale fait un même angle avec l'axe des z ; 
à cet elTeL, posons 



'''-^'■"^'■-\/'-K£)"+(l)"' 



on voit immédiatement que tous les points envisagés se projettent 
orthogonalement, sur le plan des xy, suivant une ellipse de demi- 
axes, 



v= 



V- 



L'aire intérieure à cette ellipse est égale 
OÙ l'on a posé, pour abréger, 



/(— 3)(— ^ë) 



donc l'aire de l'anneau elliptique compris entre les deus ellipses 
qui correspondent à c et à v-\-dv^ est égale à 

dv ' 

l'aire de la partie de la surface du demi-ellipsoïde qui se projette 
orthogonalement sur le pian des xy suivant cet anneau est, par 
suite, égale à 

■Kabi'^dv 
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donc enfin l'aire S du demi- ellipsoïde est égale à 



5 = T[a6 r V 



dv 



651. Pour effectuer l'intégraùon, posons 

■■ = U(«); 

alors à la limite c ^ oo correspond la valeur » =; o ; nous spéci- 
fierons tout à l'heure la valeur m, tjui correspond à la limite d'in- 
tégration c = I . Si nous choisissons ex, Cj^, e^ de façon que l'on ait 



OQ devra prendre [à =^ i , v = '^, 7^ ^ 3 pour avoir e, > e^ > e;,. 
Dans ces conditions, on aura 



Quand u varie de o à m,, ^3o{«) varie de +coà^/e)-^e3<;r; 
on prendra pour h, la valeur de u comprise entre o et i pour la- 

valeur pour laquelle v ■^^ ^^^(^ii) est effectivement égal à -t- i . 
On a d'ailleurs 



/'S----/- 



en faisant dans l'intégrale indéfinie j Adç la substitution 
v^ £3«(u)i on trouve de suite 

A = [^1„(«)-i]U(«)?..(«), <^'' = -Sio(«)b.(«). 
j Adv = j (e, -i- I — p u) du, = {e3 -i- \) u -i- l^u -i- const. 
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la quantité entre crochets est une fonction impaire rie u ; si l'on dé- 
veloppe suivant les puissances ascendantes de u, on reconnaît de 
snite que les termes en - disparaissent, en sorie qne celte fonction 
est nulle pour « ^ o ; d'autre part, ^^^(«i) on p»i — «3 est égal 
à I ; on a donc finalement 

s=7i«6[»,p«i-!-i;«i]. 



I IV. ■ Pendule simple. 

652. Considérons im point pesant, de masse ég^ale à 1 , assujetti 
à se monvoir sur un cercle de centre O, de rayon l, situé dans un 
plan vertical. Si l'on rapporte, à un instant quelconque t, la posi- 
tion de ce point à deux axes Ox, Oz, dont le premier est hori- 
zontal dans le plan du cercle, le second dirigé suivant la nadirale, 
on a Immédiatement les relations 

" + '•- = "• V = -^J^^ =>.?.- -H *, 

dont la seconde exprime l'intégrale des forces vives ; V désigne la 
vitesse du mobile à l'instant t, g l'accélération de la pesanteur 
et h la constante des forces vives. On en déduit sans peine que 
3 vérifie l'équation différentielle 

"(S)"=""-"'<^'^^+"'' 

où les racines du second membre sont en évidence. En affectant 
de l'indice o les valeurs des variables à l'époque ( = o, on a 



La racine — — du second membre de l'équation différentielle, 
toujours inférieure à /, peut être comprise entre l et ^ l ou être 
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plus petite que — l; puisque ig^o + /' est positif, 3, dans le pre- 
mier cas, oscille entre ^ ei — — : le mouvement est alors, comme 
on sait, oscillatoire ; dans le second cas, z est compris entre l et 
— ^ 1 le mouvement est tournant. Nous excluons le cas où, h étant 
égal k iglf l'intégra tiou peut s'effectuer par les fonctions élémen- 
taires; dans les autres cas, z peut toujours atteindre la valeur /, 
et nous conviendrons de prendre l'origine du temps à un instant 
où 3 est égal à /. 

653. Pour ramener l'cquatiou différentielle à la forme normale 
nous ferons la substitution 



elle prend alors la forme 

les racines e,, Uai e,, supposées telles que l'on ail Ci > e, ><îi, 
correspondent aux. quantités ~ l, — ■ — ■ > / rangées par ordre de 
grandeur croissante, puisque ^ et Z varient en sens contraire; dans 
tous les cas / correspond donc à e,. L'intégrale de l'équation dif- 
férentielle est 

7,=p(t + l), 

en désignant par X la constante d'intégration; pour t ::= a, z doit 
être égal à ^ et z à ej; X doit donc être congru à Wa, modulis 2o>(, 
awjî rien n'empêche de supposer À -~ us, ee que nous ferons dé- 



Pour aller plus loin, il convient de distinguer les deux cas. 
i" Mouvement oscillatoire. — On suppose 



en se rappelant que Z est égal à p[t -!- Wj), en utilisant les 
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formules (LIX), (LX), (LXI) et en posant pour abréger u = t\J\^ 

vî = .,^'3 H- /, = 4A>^;cu'H, V = 2^V?^ci.u; 

pour déterminer le signe de la valeur de x, ou a fixe !e sens des x 
positifs de façon que V(, soit positif; h est la racine carrée posi- 
tive de k". 

Si l'oQ désigne par B l'angle que la tige du pendule fait avec la 
nadirale, eu sorte que x soit égal à /sinO et s à /cos&, les for- 
mules précédentes fournissent immédiatement celles-ci : 



-' -v/f 



sur lesquelles le caractère oscillatoire et les propriétés de symétrie 
do mouvement se lisent si facilement qu'il nous paraît inutile d'j 
insister: notons seulement que les positions les plus basses du 
mobile (s =; /) correspondent aux instants 

que les positions les plus hautes f ; == — --• j correspondent aux 
instants 

en désignant par n un nombre entier, que la durée d'une oscilla- 
tion complète est 

que 1 angle entre la nadirale et la lige du pendule dans sa position 
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la plus haute n'est autre que la valeur a de pour w zz^ K; on a 
donc (LXXII) 



Pourles applications numériques on utilisera les formules (CXXIII) 
ou (CXXIV) suivant que h est négatif ou positif. Si h est très 
voisin de — igl ou de + ^gl, on pourra se servir des formules 
(CXXIl.o) ou (CXXIÏ,,). 

2° Mouvement tournant. — On suppose 

puis, en posant cette fois 
on trouvera 

;-^= :^' [,{, + „.)-,.]_ f(i + A) j., , = ,,„.■», 



Le caractère loarnant et les propriétés de symétrie du mouvement 
se lisent immédiatement sur ces formules ; la durée d'une révolu- 
tion complète est donnée par la formule 



V^(-^-)=» 
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§ V. — Pendule sphérique. 

634. SoienL j>^rcosH, j^=:/-siQ9, s les coordonnées d'un 
point pesant assujetti à se mouvoir sur nne sphère de rayon l dont 
le centre est à l'origine des coordonnées ; Taxe des z est dirigé sui- 
vant la nadirale. Soient V la vitesse du mobile, g l'accélération de 
la pesanteur, c et h les constantes des aires et des forces vives; 
les intégrales des aires et des forces vives 

/■s — - — p V- — ■ m = a.^-a + h 

dt dt^ ' 

et i'ér[uationde la sphère /■- + 3^ — ^^ fournissent uninédiatenieiU 
la relation 

dont nous désignerons, pour abréger, le second membre par «(3)- 
Convenons d'affecter de l'indice o les valeurs des variables pour 
( ^ o. Excluons le cas où c serait nul, le mouvement étant alors 
le même que celui d'un pendule simple, et le cas oà ç (so) étant 
nul,5o serait racine double de iy(s),le mobile décrivant alors d'un 
mouvement uniforme le parallèle sur lequel il se trouve d'abord. 
Dans le cas général où nous nous plaçons, «(so) est positif ou 
nul et, s'il est nul, cp(î) est positif pour des valeurs de t un peu 
plus grandes que o; la substitution dans f (s), à la place de s, des 
nombres — <x>, — l, Zt,, /, +co montre ainsi l'existence de trois 
racines réeiles a, b, c placées comme l'indiquent les inégalités 

l>a>z„>0>-!>c, 

l'une des racines a, b pouvant être égaie à r„- De l'identité 

on déduit d'ailleurs les relations 

a-\- b -\- = — - — 1 ab -h bc -i~ ca = — /-, abc = ■ • 

■iff -ig 

Comme a el ù sont compris entre — / et + /, l'expression 
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— ah— P, donc aussi (c( + b)c, esL négative, en sorte que, c étant 
négatif, on doil avoir ( ' ) 

«^&>o, «>o. 

6o5. Dans récjiialion différenticlie que vérifies, faisons la sub- 
stitution 

^-f- = '— '• 

de manière à obtenir une équation différentielle de la forme 

(J)'-4='-ir.i-(r.= i(î-«,)(i- <■)(!-«.). 

les racines e,, e^, e^, supposées telles que l'on ait e.^ ^ e-, >■ 63, 
correspondent respectivement à e;, h, «, puisque 5 et z varicnl en 
sens contraire, et l'on a 

.,= ^(«-.6 + 0, „_., = ^^(„_.), 

L'intégrale générale de l'équation différentielle est 

'k étant une constante arbitraire. En prenant, pour origine du 
temps, l'un des instants où le mobile est sur le parallèle z^a, 
on a 

on en déduit que p()>) est égal à 63; X devra donc être congru à wj 
(mot^H/is 2(0j, aiDj) ; nous prendrons X = W3. La solution de l'é- 
quation diffcreritielle en z est 

(') Voir poui' la discvission, la Traité de Mécanique de M. Appel!, 1. 1, p. !fi3. 
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6S6. Avant d'aller plus loin, il convient de faire quelques ob- 
servations concernant les données. Si, outre g' et ^, on regarde s,, 
ou a comme une donnée, les deux constantes A et C ne sont plus 
indépendantes et l'on doit supposer c^ égal à /'^vj, c'est-à-dire à 
r\l^'iga + h), d'où 



sous le bénéfice de cette supposition, l'équation 9(3)^0 admet 
la racine a; en la débarrassant de cette racine, on trouve, pour 
l'équation que doivent vérifier 6, c, l'équation 



^{ ;=-«=) ■" 



dont on aperçoit de suite que les racines sont réelles et séparées 
par le nombre — a; mais a devant être, par hypothèse, la plus 
grande racine de f{z), on doit avoir 

le cas limite oii C^ serait égal à ^^ correspondrait au cas limite 
où a serait une racine double. La quantité G, que l'on peut évi- 
demment supposer positive, peut prendre toutes les valeurs de 

roi/- à-l-ac; toutes les constantes du problème dépendent alors 
de C. Une discussion élémentaire montre facilement que C augmen- 
tant de ri (/| à -h 00, 6 décroît de « à — a et c de — "^ J^^ à 
— co; /(= z^ '■—--- croit de zéro jusqu'au maximum ^ "— — ~ 

qu'il atteint pour G = {/— ' P'^''^ décroît jusqu'à zéro ; 

Ketg varient dans le même sens que k-, Kde - à -' etç de o à o; 
K' varie dans le sens contraire de -!- oc à -H to. Le sens de la va- 
riation de 

avec G n'apparaît pas immédiatement; mais il est clair que lorsque c 



y Google 



.vrPLlCATIOKS A LA GÈOJSÉTltlE T.T A T,A MÉCANIQUE. 170 

a dépassé la valeur 4/ — — , Wi décroit et tend vers o quand 

C augmente indéfiniment ; au reste il est aisé de trouver des li- 
mites supérieures de to, en se servant par exemple de la relation 
K < -^ (n- o38) ; on trouve ainsi 



Lorsque k- est très petit, c'est-à-dire lorsque C est très voisin de 
ou très grand, on peut se servir des formules (CXXII). 



W'. 



«37. On |jeL 


(L écrire aussi 








,-„ = - 


5. /^ ( El — e, ) { £3 — ej J 


»~( 


»-6).n.( 


jlir), 


z-b = 


f ('.-«.) j^;-^; 


= - 


> — 6)cnî( 


aKrl, 


'"'- 




= 


;(i-c)daî[ 


lit»), 


)ù l'on a posé 


1. = -!-. Les valeurs 


ainsi 


trouvées 


pour z sont 


■éelle., quand 


tvarie<le-«à+» 


. Qua 


nd le poin 


t ( parcourt 



dans !e sens direct le rectangle dont les sommets sont o, m,, 
<i)| -f- (1)3, (1J3, on sait que p l varie en diminuant constamment de 
+ 00 à — ûD ; on conclut de là et des formules précédentes que s 
va en diminuant constamment de a((=:o)àZ>{ï=:(ij,), puis à 
c{ï= W) -+-£1)3), puis à — co(i^tD3); là 1! passe brusquement de 
— t» à -r 00 et revient, pour î =3; o, à la valeur a. Les mêmes ré- 
sultats peuvent d'ailleurs se lire sur la seule formule 

en suivant le chemin que parcourt le point /+ Wj, ou le point 
i— W3 qui fournit pour l la même valeur; dans ces conditions 
j)(i -H (1J3) va constamment en augmentant, en passant toutefois 
de -|- 00 à — 00 quand ( atteint la valeur W3. il suit de là que z at- 
teint les valeurs — l,+ ^pour deux points t-^, (j situés le premier 
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entre (0, el (l 


,, +w„lc second enlr 


■e M, el (L), ; 


on 


a, en ces deux 


points t,, Ci, 










l^a = - 


_M![p((, + ,.,)_e,], 


P (', + «. 


) = 




/-l-fl = 


^f[p(h + '^.)-e,l 


!>(;.+ c. 


) = 


-k-^Ggl 


1-1 1^ 



658. Ces valeurs i, , (o vont Inlervenir dans le calcul de 9, et il 
importe de donner le moyen de les calculer avec précision. Obser- 
vons que l'on a, quel que soil i. 

ï = *J''S^>=-f '>'<'+»■)■ 

et que ^(s) se réduit à — C^ quand on suppose t égal à t, on à t^; 
on a donc, pour ces valeurs de t, 

d'ailleurs quand t décrit le segment toi . . .(o, + w^, p{t -y- wg) va 
en augmentant; si donc on pose pour un instant i =: wi-t- iX, la 
dérivée, par rapport à la variable (réelle) \ de la fonction (réelle) 
p((ù, + Wa + Xi) sera positive pour les valeurs de X comprises 
entre o et -^^; on aura donc 



ip' {h + •-■>,) ^ 



et, pai 
de mê 



P'îh- 



:: l' 



Onaainsi tout ce qu'il faut pour appliquer les formules (CXXVIII) 
et calculer, si l'on se donne les éléments numériques du problème, 
les quantités (, + coj, t^ -\- wj à des multiples près des périodes, 
c'est-à-dire, dans le cas actuel, sans aucune ambiguïté. 

6o9, Remarquons, en passant, que les deux valeurs i, +(1)3, 
■ — l-, — '.■)î font acquérir à la fonction p' t la valeur -^; la fonc- 
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lion j)'( — ;^ est une foocLÎon doublement périodique de i, du 
troisième ordre, avec o pour pôle triple; la somme de ses zéros 
devant être congrue à la somme de ses pôles, on en conclul que 
son troisième zéro est t-^ — t, ; en d'autres lermes, on a 

On peut évidemment poser i^ ■ — t^ =^ (o, + û., 'k étant une quan- 
tité réelle comprise entre — -^et-^; la formule précédente montre 
que )> est positif: en effet, la dérivée, par rapport à la variable 
(réelle) X, de la fonction (réelle) jj{u)| + iX), c'est-à-dire ip'(wi H- iX), 
est de signe contraire à \, puisque jj(to, + A) décroît quand X 

croît de o à -4 et croit quand A croît de ^ à o; or, d'après ia 

formule précédente, i p' {ai , -ir iX) , c'est-à-dire ip'{l.2 — 'i)i ^^* 
négatif. Ainsi /, c'est-à-dire -v ((^ — (, — ■ (o,), est compris entre o 

11 va sans dire que l'expression de J>'((2 — '0 aurait pu être dé- 
duite, par les théorèmes d'addition, des expressions de ji(ii+ 103), 
p(iaH-(i)j), j>'((, -l-tos), p'(ii-l-<ii3). Voici quelques formules ob- 
tenues par celte voie cl qui pourraient servir pour le calcul de (, , 4 '■ 

660. L'expression àep'{t, + i^) montre queï,-!- t^ a la valeur w, 
pour hP=^ C^, c'est-à-dire pour C- = -^/^r^, valeur dont on re- 
connaît de suite qu'elle est plus grande que la limite inférieure 
de G^ et pUts petite que la valeur de C^ qui rend k'^ maximum. 
Pour cette valeur particulière, on se trouve dans un cas signalé 
par M. Grecnhill, où les formules se simplifient notablement; 



(I) Les valeurs des fonctions sn, en, dn,pour les valeurs Atv qui covrespondenl 
à ( = (i ou i = i, se déduisent très facilement des eipressions de s — a, « — è, 
z — c, et l'on a, dans tout ce qui précède, tout ce qu'il faut pour la détermina- 
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d'abord b csl nul, en sorte que le mobile reste compris entre 
l'éqiiateiir de la sphère et le parallèle s ~ a; on a ensuite 

Lorsque C^ csl compris entre -^rj et -o-/^/'"^, b est positif et 
ip'[tf-{- t^) est négatif; c'est le contraire lorsque C dépasse 
- gl.^ r\ '• on a, suivant les deux cas, 



661. C'est surtout en vue de la détermination de (ou de x^y) 
que nous avons calcolé les valeurs de ^((i + Wj), Ji'(ii -f- Ws), ■■■■ 
On a 

dt " n-^z^ ^ Ti Ir^ "^ "/"Tl } ' 

d'où, en tenant compte des formules 

z + ^ = (i + «) + (^ + «) = -^[p(' + ''>.)-jH', + "'0], 

qui résultent immédiatement des valeurs de / — «,/ + «, = ^ «, 
que les précédents calculs mettent en évidence, 

^^E!l\ \ I "1 

et en décomposant en éléments simples, ou, ce qui revient an 
même, en utilisant la seconde formule {CIII,), les expressions 
de p'{t^+ (.j„), p'(/2-|-(Ù3), ainsi que les formules (Xlt^,;^), 

En intégrant et choisissant la constante d'intégration de façon 
que s'annule en même temps que (, on a 
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d'aillciirs, à cause des expressions de l—z, ^-H; que l'on a écrites 
plus liauLet des formules (Vlti), on a aussi 



■.il-^)(t + ^) = 



OU, en extrayant les racines carrées et choisissant le signe de façon 
que l'on ail r = r^ pour t^=:^o, 6^0, 



662. Celte formule montré que x -}- iy et, par suite, x et j- sont 
des fonctions univoqucs de t. La forme même de s: + *y montre 
qiie c'est une fonction doublement périodique de seconde espèce ; 
c'est le produit d'une esponentielle par la fonction 



dont les muItipHcateurs [a, , u.3 relatifs aux périodes 2 n), , 2 103 sont 
respectivement 

On pourrait prendre pour l'élément simple relatif à la fonction 
a;: + ly la fonction 

et transformer l'expression de s; + ^y en 'a décomposant en élé- 
ments simples (n° 367). 

Nous nous bornerons à quelques remarques relatives à la fonc- 
tion ç((), qui ne sont d'ailleurs que l'application des observations 
faites au n" 372. D'après ce qui a été dit plus liant, i, + l.^ est de 
la forme ii>( + aws, œ étant un nombre réel compris entre o et 2 ; 
si l'on considère la fonction doublement périodique de seconde 
espèce 
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on voIl de suite que ses muUiplicaleurs, relatifs aux périodes ?.m, , 
aws, sont respectivement e~"™', e™; si, par conséquent, a est de 
la forme — . /> et ^ étant des entiers premiers entre eux, ['['(i)]^' 
sera une fonction doublement périodique ordinaire ; il en sera 
de mémo de l'expression 

que l'on pourra obtenir sous forme explicite parla métliode de 
décomposition en éléments simples; elle admet le pôle unique (03, 
d'ordre de multiplicité 4g. Comme on a donné plus haut l'expres- 
sion de p{t, -4- (2), d'où il est aisé de déduire celle de p{a.w^), on 
voil le moyen de déduire l'équation algébrique que doit vérifier 
la constante C pour que a ait une valeur donnée -. de l'équation 
algébrique que vérifie p ( - wj 1 . équation algébrique qui sera étu- 
diée plus lard. Nous nous contenterons de ces indications som- 
maires sur un sujet qui se rattache d'ailleurs à la théorie des in- 
tégrales pseudo-elliptiques, que nous n'avons pas abordée; le cas 
simple où a=;i sera traité explicitement un peu plus loin ('). 

663. En posant 



de façon qne les quantités réelles /■,, r^ soient positives et plus 
petites que —.1 les formules de passage des fonctions d aux fonc- 
tions ^ fournissent immédiatement les formules 

OH l'on a posé, pour abréger, 



i ls,(.>,)^3.(.>,)J 

{ ' ) Voir Greenhill, Les Fonctions elliptiques et leurs applications, trad, par 
Griess, Chap. III; uoiV aussi, pour le cas où = 1, le Traité de Mécanique ra- 
tionnelle de M. Affell, t. I, p. ^94. 
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On peut faire sur ces expressions de s — a et de x-\-iy, qui spé- 
cifient !e mouvement du point x, y, z et fjui sont appropriées au 
calcul numérique quand on se donne les éléments numériques du 
problème, quelques observations faciles qui se feraient d'ailleurs 
tout aussi bien, le lecteur ne l'ignore pas, sur les équations diffé- 
rentielles du mouvement. 

L'expression de s — a montre que les valeurs de a se repro- 
duisent quand on remplace v par c -i- i ; dans les mêmes condi- 
tions « + îJK se reproduit multiplié par le facteur e'*, ainsi qu'il 
résulle des formules (XXXIV) ou de ce que l'on vient de dire sur 
le caractère de la fonction x ■+■ iy; lorsqu'on a la position M du 
mobile à l'instant t, il suffit donc, pour obtenir sa position à l'in- 
stant i + 2ti)), défaire tourner le plan MO s d'an angle égala A au- 
tour de l'axe Oz; la péi-iodiciié du mouvement est ainsi bien 
mise en évidence et il est clair qu'il suffira d'étudier le mouve- 
ment de i = o à (:= 2W|. Il suffit même de l'étudier de ( = o à 
( = (D) , car à deux valeurs de ( égalemenl éloignées de u, cor- 
respondent deux valeurs de c de la forme ^ — w,~ + w, dont la 
somme est égale à i, et, par suite, les valeurs de z que l'on ob- 
tient sont manifestement égales, tandis que les valeurs Aq x + iy 
s'obtiennent en multipliant un même nombre 



.v). 



les deux positions correspondantes du mobile sont donc symé- 
triques par rapport au pian qui passe par l'axe des z et k posi- 
tion M, que le mobile occupe à l'instant (i=w,, (u^i). Ce 
point M| est la position du mobile pour laquelle z est minimum ; 
ses coordonnées sont données par les formules 

' * + '^-"3Slo)3,(.V,)î',(m) 
le coefficient de ô ^ ^ ' est manifeslemenl positif : c'est le rayon 



° 


3S(«')a.('>.) 




par deux nombres imaginai 


res eonjugnés 




._,.,.,».(-'>i-")S.(-"-. 


.-„.) n„S.(" 


,-.»)S,(,- 


a(-.v,) 




»,(.>,) 
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vecteur /■, de la projection du poinlM) sur le plan des xy; il est 
facile de vérifier qu'il est égal à <i/l'- — b^. 

L'expression àe x -\- iy met eu évidence que l'angle polaire de 
la projection du point Mi est, à des multiples près de 2tc, égal à 
T. + 4a, en sorte que la courbe décrite par l'extrémité du pendule 
est fermée, ou non, suivant que -A est un nombre rationnel ou 
irrationnel. On verra plus loin que ■re + ^ A est l'angle dont tourne 
effectivement le plan MO s autour de l'axe Os pendant que ; croît 
de O à (i)|, et non cet angle augmenté d'un multiple de au; mais 
ce qui précède suffit à montrer l'intérêt qui s'attache à la constante 
réelle A dont il convient de dire quelques mots. 



QQA. On peut mettre A : 

'.J'y ? "-"'"'' 

.|7: ^ 1 — ^.,(/5(^-l chi!Tr/-j 



a form 



-yi— 






|_ çV,.-". 



7"i et r-, sont positifs et plus petits que A; il en résulte que dans 
l'une et l'autre des séries chaque terme est positif; r^ étant plus 
grand que Ti, on conçoit que A soit négatif, et c'est un point que 
Halphen a établi par une analyse intéressante que, toutefois, nous 
ne reproduirons pas en raison de sa complication (' ). Chacune 
des séries regardées comme une fonction soit de ;■, , soit de r-^, la 
variable étant supposée comprise entre o et — .- est une fonction 
croissante : cela est évident pour chaque terme de la première 
et se vérifie sans peine pour chaque terme de la seconde; il ré- 
sulte de cette remarque que l'on a 



Sr;(»-|) 






(') Après Halphen, M. de Saint-Germain a obtenu le même résultat sans faire 
usage des fonctions elliptiques; il a, en effet, mootré [Cf. Note sur le pendule 
iphérique (Bulletin des Sciences mathématiques, a* séi'., t. XX, p. ii4)l que 
l'angle dont a tourné le plan MOj autour de Os quand ( croît de o â ui, est plus 
petit que ;[ ; on va voir que cet angle est égal à ^ -h a ; de sa démoiistratiou ré- 
sulte donc immédiatement que a est négatif. 
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11 sérail intéressant d'étudier comment A varie avec !a constante C 
dont dépendent /■, , /-^ et q. 

Signalons quelques autres expressions de A. On a 






1 ^'Air, + ir,), 



la seconde de ces formules qui, seule, a peut-être besoin d'expli- 
cation, a été déduite de la première en remplaçant dans la pre- 
mière des formules (Vil,) i( et a par t, H- "Ja, (a-f- Uj et en utili- 
sant les valeurs préalablement calculées de p{it-\- w^), p'(î,+ Wj), 

663. Dans le cas particulier déjà signalé au n" ()60, où 
on a tout d'abord 



^^^^'-^W^-^' 



et le fait que A est négatif apparaît bien facilement en se servant 
de la relation K<; -^, qui donne 



K< 



V/^ 



l ' '^<'-\ i 



L'intérêt de ce cas particulier consiste en ce que l'on y peut ob- 
tenir séparément les valeurs de x et de y. En remplaçant, dans 
l'expression de a; + iy, ir^ par ^ t — ('/■, , on trouve de suite 

'^v-'.' au.) s,(.>.)a.;.>,) ■ 
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en appliquant ensuite la première formule (LVIi) el les for- 
mules (LXXI), puis en posant pour abréger 

^ ■ 5a(»-i)5t(»-| ) 

on oblienL 

^+ij = ,-„e;u+>r,.[cn(3Ki.)+,>sn(.2KOdn(aK,.)], 

ou, puisque A el \>. sont réels, 

En faisant p ^^ dans ces formules et en se rappelant que pour 
celte valeur s est nul et ^x'^-{-y- égal à /, on trouve sans peine 



^^\/^^ 



el c'est ce qu'il n'est pas difficile de vérifier, d'ailleurs, sur l'ex- 
pression même de pi, 

668. Il nous reste à étudier, dans le cas général, la façon dont 
6 varie avec t. De l'expression de e^''^ donnée an n° 661, on déduit 
aisément, au mojen des formules de passage des fonctious t aux 
fonctions &, la formule 

où l'on a posé, pour abréger, 



/(") = 



S,("-i + 05iC»>ï+'') %{irt + ^)%{^- 



dans cette formule qui donne, à chaque instant i, l'angle 9 dont a 
tourné le rayon vecteur dans le plan des xy, il s'agit de fixer, pour 
chaque valeur de c, la détermination du logarithme. Nous nous j 
arrêterons d'autant plus volontiers que la même question se pré- 
sente dans un très grand nombre d'applications. 

Pour suivre la voie régulière qui a été indiquée au Chapitre VI 
el qui permet sûrement de lever ioute ambiguïté, il faut tout 
d'abord transformer l'expression de -j- de manière qu'il n'y figure 
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phis que les dérivées logarithmiques de la fonction Sr, ; o! 
alors 



rai (»-.>,- 






y.(,-A-.>,) 5-,(,-)--i-.v,) -| 
3,(»-è-.V,) 9,(»-J + i,-,)J' 

et pour avoir la valeur de 0, qui correspond à une valeur donnée 
de c, il suffit d'effecuicr les intégrales rectilignes 



I"l^:^s]*. X 



is^ii^ii 



On observera d'abord que dans l'évaluaLion des logarîlhmes, 
qui résultent de l'intégration, on n'a à se préoccuper que des par- 
lies purement imaginaires; les parties réelles disparaissent évi- 
demment dans les différences. Les quatre intégrales à évaluer 



!:"■ V' fr^^- L 



où les signes 1 portent maintenant 
blême de l'évaluation de pareilles intégrales a été complètement 
résolu au Chapitre VI; nous nous reporterons à la méthode exposée 
aux n°' 506 et suivants. 

667. Supposons d'abord que c soit compris entre o et ^, c'est- 
à-dire que t soit compris entre o et W) ; on voit alors de suite que 
pour les quatre intégrales le chemin d'intégration est contenu dans 
l'aire du rectangle (R) figuré à la page i55 du tome III et formé 
par la réunion des quatre rectangles (R|), (Ra)i (Ra)f (I^i)i ^" 
sorte que (CXVIIIi)les quatre intégrales précédentes sont respec- 
tivement égales à 

log&i(<.-»>i)-logSî,(-i>,), 
log^Uf + iVO-log&iC-V,), 
logSl, {•^-\- ir^)- logS, {- 1— in), 
log&i (t- -i + irO -loë&i{-l+ in), 
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OÙ les logarilhmcs onl leurs délerminalions principales., en obser- 
vant toutefois que les points 3, ( — ^-— ir2),^t( — ^"t"*''^) doi- 
vent être regardés comme éiant le premier sur le bord inférieur 
de la coupure de gauche, le second sur le bord supérieur de la 
même coupure, en sorte que les coefficients de i dans les loga- 
rithmes sont respectivement — iz, +ti;; ils sont — — et + ^^ pour 
log2i) ( — f'r,), logâi (i''i); on aura donc, dans ce cas, 

-1- logS, (» - ; - i.-.) - loeâ, (. - ^ + .>,)] + îï, 

en attribuant aux logarithmes leurs déterminations principales; 
d'ailleurs, lepoint 2r, ((j + i>,) est situé dans l'aire (K', ), le point 
&i {i" — [V| ) est le point de l'aire (Rj) symétriquement placé par 
rapport à l'axe des quantilés réelles; il résulte de là que 

-\[\og%(.-irO-\og%(^ + ir,}] 

est l'angle, compris entre o et ^ -. dont il faut faire tourner le 
rayon vecteur qui va de o au point &) {c -1- ir, ) pour l'amener sur 
Ja partie positive de l'axe des quantités réelles; de même, puisque 
les points 3,(i' — i — ir.j), Sr,(f — ^ -\~ ii\) sont symétriquement 
placés dans les aires (R^), {Ra)ï on voit que 

est l'angle (obtus), compris entre — - et — ii, dont il faut faire 
tourner le vecieurqui va du point o au point 3i(i> — ^ -h ir^) pour 
l'amener sur la partie positive de l'axe des quantités réelles ; d'après 
cela, on reconnaît très aisément que l'on peut écrire 



en désignant par a et p deux angles positifs, moindres que -rz, 
dont le premier s'obtient en faisant tourner dans le sens positif le 
vecteur qui va du point o au point S, (ir, -H c) pour l'amener 
sur le vecteur qui va du point o au point 3) (iV, — c), dont le se- 
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cond s'oljlient en faisanL tourner dans le même sens le vecteur qui 
va du point o au point ^ , (v —'-,-{- ir-^) ou ^^{i' -i- ir^) pour 
l'amener sur le vecteur qui va du point o au point 3, (f — i — i''ï) 
ou 3|i{c — îVa); on peut encore écrire, si l'on veut, 

en convenant de prendre le second terme du second membre com- 
pris entre o et ti; il a d'ailleurs la valeur o pour v =z- o, et la va- 
leur TC pour f = ^; pour c = o, a et p sont nuls; pour f ^ !, * 
et ^ sont égaux à -it. L'angle e dont le plan MO s a tourné autour 
de Os, quand t varie de o à (ùj (i' de o à ^), est bien égal, comme 

on l'a dit plus haiil, à - H 

De ce que A est compris entre — ît et o on conclut que est 
compris enlre - eti:. C'est Puiseux qui a, le premier, démontré 
que est toujours plus grand que -■ Sa démonstration {Journal 
de Liouville, i" série, l. Vil; 1842), qui est devenue classique, 
n'a toutefois rien à voir avec la théorie des fonctions elliptiques. 

668. Nous avons exposé ces résultats en suivant pas à pas la voie 
indiquée au Chapitre VI; on y parvient d'une façon plus courte, 
en interprétant la formule même qui donne l'expression de 9 et en 
remarquant que 6 devant s'annuler pour t =^0, log/(t') doit être 
nul pour f =; o et que les valeurs que prend successivement cette 
fonction se suivent d'une façon continue. En se reportant tou- 
jours à iaijig. i55 du Tome 111, et en suivant la façon dont se dé- 
placentdans les aires (R',), (U^), (R'^), (R'J Ses points Sf, (/r,+ t-), 
3a{tVi — c), ... on n'a aucune peine à retrouver les résultats 
précédents. 

L'étude peut se poursuivre lorsque c est compris entre -^ et i, 
en partant de la propriéléy(i — *')/('') = 1 de la fonction /(f) 
qui résulte immédiatement des formules (XXXIV); sï l'on pose 
c = |-|-w, on devra, à cause de celte propriété, adopter, pour 
les valeurs de tv comprises entre o cl -ir, une détermination de 
— log/(i + (v) de la forme 

i.. log/ (1 -+. ,.) = /..^ - ±. log/ (^^ - ».) , 
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OÙ k est un nombre entier déterminé; cet entier est, d'ailleurs, 
égal à 2, puisque pour f =: -i, tv = o, la formule précédente se 
réduit à log/(^) =^[7fnct que l'on sait que log/{^) =; lir.. La sy- 
métrie du mouvement se reconnaît très aisément sur celle mÉmc 
formule; nous ne nous y arrêterons pas, puisqu'elle a été établie 
sur l'expression de x + iy. En résumé, de t' :^ r, à c ^=: i , on a 

si l'on convient de prendre pour le second terme du second 
membre celle de ses déterminations qui est comprise entre t: et ait. 
Pour i' ^ I , on a 

ce dernier résultat aurait pu se déduire aisément de la formule 
(CXXVIIlî). 

Pour poursuivre cette étude lorsque v est plus grand que i, il 
suffirait de partir de la propriété de la fonction v exprimée par les 
relations 

/(<') = A> + ") =/(^+ ^) =/(3 + p) =. . . ; 

on peut ainsi montrer directement que quand 1' est successivement 
compris entre i et |, | et 2, ?. et |, ■ - - , 7- et — ; — ,•■■■, c'est- 
à-dire t entre 2 (o, ct3(o,, 'im, et 4<^!! 4<^i etowi, ..., nui, et 
( ,1 -\- i)<o, . . ., on doit dans la formule 

0==A.-^ Alog/{.) 

prendre successivement, pour le second terme du second membre, 
celle de ses déterminations qui est comprise entre 2T:ct3Ti, Stï 
et 4-;^, 4^ et 5r., . . ., «Ti: et (« -(- i)t:, .... 



§ VI. — Mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe 
dans le cas où il n'y a pas de force extérieure. 

669. Nous allons étudier le mouvement d'un corps solide dont 
un point O est fixe et qui n'est soumis à aucune force autre que 
la réaction du point fixe. Nous renvoyons, pour ce qui concerne 
la partie mécanique du problème et l'établissement des équations 
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diEFérenti elles du mouvement, aux divers Traités de Mécanique ra- 
tionneRe, parlieulièremcnt à la Note de M, Darboux siir les mou- 
vements à la Poinsot, qui se trouve dans le Traité de Dcspeyroits; 
nous emprunterons à cette Note nos notations, d'une part, el, 
d'autre pari, l'équation différentielle de l'herpolodie. 

Le corps solide est rapporté à un système de coordonnées rec- 
tangulaires Odîjz qu'il entraîne avec lui "et que l'on supposera 
coïncider avec les axes principaux d'Inertie relatifs au point O. Le 
problème final consiste à déterminer à chaque instant la posi- 
tion dutrièdreOay^a par rapport à un système d'axes fixes OSYZ; 
il est résolu ai l'on connaît, en fonction du temps i, les trois angles 
d'Euler qui déterminent la position du Irièdre mobile par rapport 
au trièdre fixe. C'est à ce résultat que nous nous attacherons ('). 
Soit (E) l'ellipsoïde d'inertie du solide pour le point O; soit Oli 
le vecteur qui figure la vitesse angulaire de rotation (o, vecteur 
dont les projections sur les axes Oa:, O^, Oz sont p, g, r. Le 
moment des quantités de mouvement est wxi vecteur fixe dans 
l'espace dont nous désignerons la longueur par /, et dont les pro- 
jections sur les axes Ox, Oy, Os sont Kp, B j, C;", en désignant 
par A, B, G les moments d'inertie du solide par rapport à ces 
axes. L'ellipsoïde (E) est constamment tangent à un plan fixe (II), 
au point J où ce plan est percé par la demi-droite qui porte le 
vecteur Olî; le lieu du point J dans le plan fixe (n) est l'herpo- 
lodie, le lieu du même point sur l'ellipsoïde (E) est la polodie ; la 
polodie roule sans glisser sur l'herpolodie; le problème peut être 
regardé comme résolu quand ce dernier mouvement est connu. 
Nous laisserons de côté les cas où ia polodie se décompose en deux 
ellipses se coupant suivant l'axe moyen de (E), ou en deux cercles 
parallèles, ou encore se réduit à deux points; l'herpolodie est 



(') M, lUein a employé d'autres paramètres qui donnent des réaulists plus 
sjmélriques. On peut consulter, sur ce sujet, le livre qu'il a publié avec M. Som- 
mevlîeld sous le tilie Veberdie Théorie des Kreiselx, ou une Noie de M. Lacoui- 
dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, â> série, t. XVIII ; 1S99. Les ex- 
pressions des neuf cosinus sont dues à Jacobi (Journal de Crelle, t. 39; i85o). Les 
formoles auxquelles nous nous bornons ont été données sous une forme à peine 
différente par Hermite (Sur quelques applications des fonctions elliptiques, 
Paris, i885). On peut aussi consulter : Halphen, Traité des fonctions elliptiques, 
t. II; 1888; Lindemann, SitzungsbeHckte de l'Académie des Sciences de Munich, 
t. XXVIII; 1898, et Lacour, Annales de l'École Normale supérieure, rgoo. 
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alors une spirale (dont l'équation s'oblîenL au moyen des fonctions 
élémentaires), nn cercle ou un point. 

Nous supposerons l'herpolodie, dans le plan (II), rapportée à 
un système de coordonnées polaires; le pôle sera le pied P de la 
perpendiculaire abaissée de O sur (II) el l'axe polaire sera la direc- 
tion qui va du point P vers la position initiale Jo du point J ; nous 
représenterons pat 5 la dislance OP da point O au plan (H) : elle 
est évidemment comprise entre la pins petite et la plus grande des 
; désignerons par RS et les coor- 
données polaires du point J dans le plan (II). 

Les intégrales des forces vives et des aires fournissent les re- 
lations 

la constante des forces vives h est liée à / par la relation /* = l- 5- 
qui se déduit immédiatement de ce que, si x, y, z désignent les 
coordonnées du point J par rapport au trièdre Oays, on a 

^ - 2:! - ^ - °' + R'°' I r 

Nous introduirons enfin une constante positive \i. définie parles 
relations 

On a alors 

w'==A5Hi-i-K')=-,r-(n-R'). 

670. Nous poserons 

- = Aoî, V =Bo^ - ^ Cl--; 

en vertu d'une observation antérieure, i est compris entre la plus 
grande et la plus petite des quantités a, b,c] nous poserons aussi 

T. = -(i-i)(i-c), 
T.=-(.-c)(i-«), 
T,= (,-«)(, -6). 

Enfin, nous nous contenterons d'écrire les équations suivante^ 
dans les cinq premières desquelles on reconnaîtra les équations 
d'Euler,les intégrales des forces vives et des aires, et dont les trois 
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dernières s'obtiennent en résolvant, par rapporta/;-, q-, r- , celles 
des équations précédentes (jui sont linéaires en/»^, q"^, r'^, 

'^î I, ^ P'^ 1' ''^ 

"'a +«'«-')/"/ = »^ /;■ + ?■ + (■■ = u'.;i>(R"+l). 

P -(o-o)(<.-i)"' '-(„-!,)((, -c)' '■ -(6-oKo-o)' 

De ces équations, de la relation 

dp dq dr „ dW. 

et des équations d'Euler, on tire sans peine la relation 

R" 3^f - i^'cr. ~K')cr»- R')(T,- H'). 

Si l'on j fait 

fi>R'=;|.'(T.. + Tj.!-T,)-j„ 

elle prend la forme normale 

où 

ep = i ix' (T, + T„ - îTù), ey - «a = ^\c - a) (i - i), 
e.f = |(.MT.^-Ti,-aT,), e.ï-^p=^î(«-fi)(.-c). 

Noua conviendrons de ranger les axes Ox, 0_y, Os de manière 
que h soit compris entre a et c et que ([ — h) (i — c) soit positif; 
deux cas sont alors possibles : 

7" a<6<i<c; 

on constate que, dans ces deux cas, on a eY> p^ > i?p; nous pren- 
drons toujours, en conséquence, v ^ i , a ^ ■>., p =zr 3 ; en sorte 
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r|tie l'on aura 



'It,~e,= |.|v'(<.-o)(i.-i)[, ,.^l. /»-t i-c| 

/;î^„-„|,/(„-i,,(,-ôj, ■ I ' ~°°~' '' 

671 . L'intcg^rale de l'équation différentielle en y, est de la forme 

/, étant une constante. (1 est aisé de reconnaître que l';i%e instan- 
tané de rotation vient, pour des valeurs convenables de (, se pla- 
cer dans le plan des xz; nous choisirons un de ces instants pour 
origine du temps; nous supposerons, de plus, que les directions 
positives des axes soient telles que, pour ï = o, les valeurs p^, r„ 
de />, /■ soient positives ; pour i = o, y = o, et, d'après la seconde 
équation d'Euler, T^ est du signe de a — c; nous désignerons 
par s l'unité positive ou négative suivant que a est plus grand ou 
plus petit que c; enfin, nous introduirons une constante purement 
imaginaire c satisfaisant aux inégalités o <;- < ^' et définie par 
les égalités concordantes 

^0= ^ i i/(â -!)[«- 0)1, b." - ''.\^{^-b){a~c) [, 

ip'^ = i-.l,.H/'-b)(a-c)ia~i). 

Pour ( := o, ^ ^ o, R^ doit être égal à Tj, donc y, qui se réduit 
à pX doit être égal à eaj '• doit donc être congru à Wj, modulis 
2W|, awa; rien n'empêche de supposer À=s(i)3. De la relation 

j^'i ^ j)(( 4- Qjj) on conclut l'expression de R* en fonction de r, 
savoir 

R'- {c-i)il- a)- -^^{e,- e,){e,- e,)\l,t 



.R=[[-(e,-e05?,^5?3']- 



, J|(»-HOG-,(^-f) 



OÙ Ro est la valeur de R pour ( = o; ajant ainsi l'expression de _Xi 
ou de R'^, on en déduit celle de p-, g^, r^, puis, en extrayant les 
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racioes carrées et en déterminant les signes de façon que, pour 
t=z=o, p, r soient positifs et que q ait le signe de e, 

672. Pour déterminer en fonction de (, nous partirons de la 
relation, établie par M. Darljous, 

1 de _. , (,-a)(,-0)(,-c) ^ 



ii suffit de remplacer R"^ par sa valeur en fonction de pi, et d'ap- 
pliquer la méthode de déeomposition en éléments simples, ou 
plutôt ia seconde formule (Cin,), pour trouver 

d9 , I •-.•1..^,.. \ 



puis, en intégrant, on obtient, après quelques réductions faciles, 

En multipliant l'expression de e^''® par la dernière des expres- 
sions de R*, extrayant les racines carrées et choisissant le signe 
de façon que, pour t^o, l'expression de Re'^^ se réduise à R,, 
on a enfin 



le signe se conserve puisque le second membre reste continu et ne 
s'annule pas. 

Cette dernière formide montre que, dans le plan (II), les coor- 
données rectangulaires d'un point de l'herpolodie sont des fonc- 
tions unjvoques de t. el ce résultat peut, à la rigueur, dispenser 
de rechercher quelle détermination on doit donner au logarithme 
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dans l'expression de 9. Au reste, celle recherche ne présente 
aucune difficullé si l'on applique ta même mélliode que dans le 
pendule sphérique. Pour v = 2ii,tv, t^ -iia^T, on a 

rfe__ I r^'L(i-"'-n s;(T^.(.-ni 



4[l||^4 



) a,(T + i»-:)J 



1^6+^; 



Lorsr[iie T vario de o à i , on en dédiiil 

e = AT + .7: + .Alos/(l), 
où l'on a posé, pour abréger, 

el où — . log/(T) mesure l'angle négatif dont il faut faire tourner 
le vecteur allant de o à S, (t + w — i) pour l'amener sur l'axe 
des quantités positives. Cet angle est oblus, droit ou aigu snivant 
que T esl inférieur, égal ou supérieur à j ; il est nul pour T = i . 
Si donc on désigne par €>, l'angle poîaire du premier point de tan- 
gcnce J| de l'herpolodie avec le cercle de centre P et de rayon 
V//^ - 6^ on a 

Pour T ^ I, on obtiendra de même, pour l'angle polaire 02 du 
premier point de tangence J^ de l'herpolodie avec le cercle de 
centre P et de rayon \Jl- — a- (après le point Je), 
63 = A + ît: = i.ei. 

Lorsque T varie de m à k-Hi, « désignant un entier positif quel- 
conque, on devra prendre dans l'expression précédente qui donne 8 
en fonction de T, 

^ log/(T) = -^nT.^^. log /(T - ,0, 

où le logarithme qui figure dans le second terme du second membre 
est déterminé par ce qui précède, puisque ï— n est compris 
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entre o et i . La sjmélrie de l'herpolodie par rapport à PJ, ou à PJ^ 
s'établit comme dans l'étude de la courbe décrite par la projec- 
tion de OM sur le plan des xy dans l'étude du pendule sphériqiic. 



673. Il reste à déterminer, en fonction de t, les angles d'Eiilertl', 
b, a qui fixenlla position du Irièdre Oxyz, entraîné avec le corps, 
par rapport au trièdre fixe OXYZ. Nous clioisirons l'axe OZ sui- 
vant la direction fixe du vecteur qui représente le moment des 
quantités de mouvement par rapport à O, et nous supposerons 
essentiellement que le trièdre OXYZ a la même disposition que le 
trièdre Oxyz; les neuf cosinus directeurs des axes Ox, O/, O^, 
par rapport aux axes OX, OY, OZ, sont suffisamment désignes 
par le Tableau : 



X. .. a, a.„_ a; 

Y...- p, h i^ 



quant aux angles ([i, 9, ;p,ce sont les angles dont il faut, pour l'ame- 
ner sur le trièdre OXYZ, faire tourner le trièdre Oxyz : i° au- 
tour de OZ, 2" autourd'une direction arbitrairement choisie OX, 
sur l'intersection des plans des xy et des XY, 5" autour de Os ; 
par ces rotations successives, le trièdre OXYZ occupe successive- 
ment les positions OX, Y, Z, OX, Y^Z, Ox/z, et l'on passe d'un 
système d'axes au suivant par les formules 



X =X,cos4 — y,i 
Y, = Y,cose —3 si 



Y =X,! 



Y, = œ 



i^-hY,c, 



l'élimination de X| , Yj, Y3 entre ces formules fournil les expres- 
sions de X, Y", Z au moyen de x, y, z, et les expressions des 
neuf cosinus directeurs au moyen de Q, '^, a. 

T. et M. - IV. i4 
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Les formules de Cinémaûque 

_ _ rfij; rfO _ _ <^ _ , (ffl ._, dif 'h 

P~'^^ dt '^'^"^"^ dt' "^ ~'^'' dl ^'"'^rfï' ''~"''~dt^dt 

peuvent s'écrire immédiatement en envisageant la rotation repré- 
sentée par le segment OQ (rotation dont les composantes suivant 
les axes Ox, Oy, Oz sontyj, q, r) comme résultant de la compo- 
sition des trois rotations -77 suivant OZ, -^ suivant O3, -r sui- 
dl ^ dt ' dt 

vant OX, el en appliquant le théorème des projections. 

La détermination de i}-, 9, ç en fonction de ( revient à l'inté- 
gration de ces trois équations différentielles linéaires où/;, <^, r 
sont maintenant des fonctions connues de t. 

674. Les projections sur Ox, Oy, Os de l'axe fixe des quan- 
tités de mouvemenl par rapport à étant A./?, Mq, Cr, 00 a 

-fi = sin9sincp= ^ = i 'Je^ — e^^^i^U^t, 

T= = sinO cos? = ^ ^ - . /iT^ <„ \,, t, 

on lire de là 

cette expression ne s'annule pour aucune valeur de t; sa racine 
earrée, devant être continue, ne peut changer de signe; on devra 
donc donner à cette racine carrée le signe de la valeur initiale de 
sinO, que nous supposerons positive : on peut, en elïet, supposer 
loujours que l'angle 9a est compris entre o et it; ii en sera alors 
toujours de même de l'angle 6, et l'on aura 



.-/.7^ 



|v/j-(f-n>)tf(;- 



dès lors sin9, cosB, sinœ, cos^ étant déterminés sans ambiguïté, il 
n'y a plus qu'à déterminer l'angle ([', c'est-à-dire qu'à intégrer l'une 
des équations de la Cinématique, où tout est connu sauf -^; 11 est 
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commode de se servir de la combinaison obleniie en mullipliant 
la première par sinffi, la seconde par cosa et en ajoutaoL, ce qui 
donne 

d^. ^ flsinu + gcosy ^ /isino -,- g cose ^ 

dt Yisino+-'fîCos<f. P , •.„,.. 1 ^^.J 

a ^'"?-^ h ■ 

puis, en remplaçant sin'^ et cosfp dans le dernier memlirc par les 
quanlilés proportionnelles -? j-^ 

El ^ ?! 

i ^t _ " ^ . 

les valeurs précédemment trouvées pour p, cj donnent ensuite 

d'où l'on conclut 

puis, en intégrant, et en supposant que '} soit nul pour ; = o, 



la déierminalion du logarithme donne lieu k des observations ana- 
logues à celles que l'on a développées dans la théorie dn pendule 
sphériqiie et rappelées à propos de l'angle #; nous nous contente- 
rons d'énoncer les résultats ; 
Si l'on pose 

/,(0 = ''fe^ 



. (' étant compris entre o 
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et 2(0), on devra prendre 

' log/,(£') élant un nombre réel compris entre o et ai;; si t' est 
compris entre o et ^, ^ ^^g/i (i') est le doiible de l'angle positif 
aigu dont il faut faire tourner le vecteur qui va du point o au point 
2r, ( \ pour l'amener sur la partie positive de l'axe des quan- 
tités purement imaginaires; pour deux valeurs de t! également 
éloignées de w,, les deux valeurs de -log/(i') ont une somme 
égale à st:; si n est un nombre entier, on a 

673. La solution peut être regardée comme achevée, puisque 
les neuf cosinus s'expriment au moyen de i(, Q, œ. Hermite a 
toutefois donné pour ces neuf cosinus directeurs des expressions 
simples qu'il nous reste à faire connaître. 

Calculons d'abord les valeurs initiales de ces cosinus, en fai- 
sant t ;= o dans les expressions qui donnent sinO, cosQ, sina, coso, 
on trouve 

ou a ensuite, en affectant d'indices supérieurs u les valeurs ini- 
tiales des cosinus, et se rappelant que io ^ o, 

■l\ = sinOc, y" = 0, f i = cosflo. 
Rappelons encore les formules de Cinématique 

et celles qu'on en déduit par les permutations circulaires effec- 
tuées sur les lettres a, p, y, permutations qui laissent invariables 
les quantités p, q, r aussi bien que les indices i, a, 3; dans ces 
formules, comme dans celles qui suJvenl, les accents indiquent 
les dérivées prises par rapport à l. 
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En Utilisant ces relations, le fait bien connu que dans le déler- 



P. P. h l 

chaque élément est égal an mineur correspondant, et les résultais 
déjà acquis, on trouve sans peine 









En intégrant entre les limites o et (, et en se rappelant que pour 
( ^ o, ctj + (s^î doit se réduire à 

ce qui détermine ta constante d'intégration, on parvient aisément 
à la formule 

En changeant i en — l dans cette formule, ce qui change i' de 
signe, on obtient 

1, — je^3 == _ £ i/e^ _ e, -^rjjjy e '^1^-'+ ■■■' , 

en sorte que k^ et ^j sont entièrement déterminés. 
On a ensuite 
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et, par conséquenlj en tenaal comple de la formule (XVj), 



De même 

= .-.[(..~«,)U>'S..»U<E!.(H-£..»i..<l 



compte de la formule (XV,), 
. , .■-. _ ,_ ^,,(1.-1) .„,„,.,„,, 



i.ïil^) .-».,«:... 
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CHAPITRE II. 

PREMIÈRES APPLIGATIO?jS A L'ALGÈBRE ET A L'ARITHMÉTIQUE. 



I I. — Division des périodes par un nombre entier. 

676. Nons allons nous occuper dn problème cjui consiste à 
trouver, £|uand on se donnera et g},oii/c, les valeurs de pcip,^ ou 
sii«p_j, où l'on B posé suivanL les cas 



en désignant par n un enLÎer positif donné et par p, q des entiers 
quelconques, tels toutefois que 2/>, aj ne soient pas tous les deux 
divisibles parn. Ce problème se relie au problème de la transfor- 
mation d'une part, et, d'autre part, à la recherche des valeurs de 
p— > sn- quand on se donne pu, sd«, c'est-à-dire au problème 
de la division de l'argument; pouFj^^ :=-^, jÇ-g^ o, ilest, d'ailleurs, 
identique au problème de la division de la lemniscatc dont nous 
nous occuperons plus loin. 

Le problème ne se présente pas pour n ^= 2 ; il a été complète- 
ment résolu pour «^4(q"^II7, 33i); nous réunissons ici les 
formules que l'on a obtenues ; les signes supérieur et inférieur se 
correspondent dans les deux membres d'une même équation ; 



v-i+i-'" 












^■, 


..iï:^/"*, 


_,^K±.-r /''(^T^^.y^,, 
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677. D'une façon générale, les valeurs de prtp^j sont racines d'une 

équalion f{,y) ^: o de degré ou , suivant que n est 

impair ou pair, équation que l'on a appris à former aux n"' iSB, . . ■ , 
-460 el dont on obtient, suivant les cas, le premier membre 
en remplaçant pu par 2 dans '!''„(«) on dans -,— •?«{«) (CIV); 
snivanl que 11 est impair ou pair, la première ou la seconde de 
ces expressions est un polynôme eu pu dont tes coefficients sont 
des polynômes entiers en g^, gs à coefficients numériques ration- 
nels. Quant à l'équation F (5) dont les racines sont les valeurs 
non nulles de sn*a^^^, elle se déduit immédiatement de la précé- 
dente; en regardant pour un instant K el K.' comme des fonctions 
de T, puis en prenant w, ^:K., wa^iiK.', et, par suite, y'e, — 63^='! 

en sorte que l'équalion F{z)z^o résulte du l'élimination de y 
entre les deux relations 



^, = -^ ( A> - /i^ -H I), ^, = ^ (iA-^ _ 3^' - 3 A^ + a ), 

et les coefficients de l'équalion F(s)=:o sont évidemment des 
polynômes en k"^ à coefficients numériques rationnels. 

Nous nous occuperons exclusivement, dans ce qui suit, du cas 
où II ^ 2'j -\- i est un nombre premier impair; l'équation f(^y') = o 
est alors de degré ^(n^ — i)^^2v(v + t). Puisque ses coeffi- 
cients sont rationnels en g^, gs, elle ne change pas quand on rem- 
place tO|, ù)3 parû, = atO| + p6>3,£i3=YW| + Swj, a, p, y, S étant 
des entiers qui vérifient la relation aS — py =^ ' ■ ^"^ effet, ces sub- 
stitutions ne changent ni les quantités ^1, gs, ni la fonction pu. 
De même l'équation F(s}:^o, de degré 2v(v-(- 1) en s, ne change 
pas quand on remplace t par ' , a, p, f, S étant des entiers qui 

vérifient la condition «3 — ^f =:j, les nombres a, S étant en outre 

(') (XCVI) Cf. Noua. Ann. de Mathém., 3'sér., t. XIX., p. a. 
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assujettis à être impairs, et les nombres p, y étant pairs, puisque 
ces siibstitiuions ne changent ni k^, ni sn^ u. 

678. Appelons élément un couple de nombres entiers (p, g) 
rangés dans un ordre déterminé et qui ne soient pas tous deux 
divisibles par n. Nous dirons que deux éléments (p, q), (/>', g') 
sont indistincts lorsque les deux nombres p — p', g — g' ou les 
deux nombres jo+jo', (jf + ^f' sont divisibles par n, en sorte que l'on 
ait p{ap,q)=^p{cip\q'). On observera que l'on peut toujours rem- 
placer un élément donné {p, g) par un élément (p', g') qui n'en 
soit pas distinct, et dans lequel p', q' soient premiers entre eux; 
on peut même imposer, en outre, à p' , g' la condition de donner 
comme restes, pour un module quelconque a, premier à n, des 
nombres s, ï| arbitrairement choisis, pourvu que l'un d'eux soit 
premier à a. Rappelons, en effet, que la forme Kx + B, où A et B 
sont des entiers fixes et x un entier variable, peut représenter une 
infinité de nombres premiers à un nombre entier quelconque C 
premier à A; on obtient l'un d'eux en choisissant x de manière 
que le reste de la division de A3: -h B par C soit 1 ou un nombre 
quelconque premier à C; ceci posé, on déterminera deux entiers 
\„, [ift qui vérifient les congruences 

p + îï/i^î, q -\- \J. Il 7^ -r\ ( mod .a); 

tontes les solutions de ces congruences sont de la forme 

X et j étant des entiers arbitraires; on prendra 

p' =/) -^ Un ■ h anx, ?' = î ^- IJ.0 " + any ; 

l'un des nombres^ H- Xq h, g + p-o" est, par hypothèse, premier 
à a; supposons que ce soit /? +Xon; si p n'est pas divisible parn, 
p' sera premier à an quel que soit;» que l'on fixera arbitraire- 
ment; on choisira ensuite _j' de manière que g' soit premierà/*'; 
si p = \,n est divisible par n, Xi + )>o + ax sera premier à a quel 
que soit x ; on choisira x de manière que î^i ■+Xif--\-ax soit pre- 
mier à n et, par suite, à an; puis, en observant que g est certai- 
nement, dans le cas présent, premier à n et qu'il en est de même 
de g', quel que soit j^, 00 choisira j' de manière que g' soit premier 
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hXi-^lo-h ax, et, par conséquent, k p' == tiQ,, +la + c--^)- On 
peut, par exemple, supposer/)' ^ i, q' ^o(mod. i6). 

Il y a 2v(v+ i) éléments distincts, qu'on obtient, par exeuiplc 
{a" 438), en donnant à/i la valeur o et à^r les valeurs i, a, ..-, v, 
à^ l'ime des valeurs i, a, ...,v et à ^ les valeurs — v, — v + i, ■■■) 
o, . . ., V — I, V. Nous appellerons système complet le Tableau 
formé par 2v(v -+- 1) éléments distincts, 

679. En désignant toujours par a, |3, y, S des entiers qui véri- 
fient la relation aS — py = i, nous dirons que l'élément 

est le transformé de l'élément {p, q) par la substitution 



■(;o- 



^m 



Deux éléments (/>, q^, {jj\ q') transformés par une même sub- 
stitution S donnent des éléments distincts ou non, suivant que 
les éléments {p, ç), {p', q') sont eux-mêmes distincts ou non. Si 
l'on transforme tous les éléments du système complet, par la sub- 
stitution S, on reproduit le système complet. 

Parmi les substitutions S nous distinguerons les substitutions 
, Y) 3 sont des entiers qui satisfont aux condi- 
Ivantes : mS — py est égal à i, ^ est pair et l'on a, en 
outre, œ ES ô = I, V = o(mod. i6). L'intérêt d'une telle substitu- 
tion consiste en ce que la substitution de ^ — ^ à t ne cbange ni 
iji(t) ^ \/k[i), ni la fonction sn(M | t) et qu'elle change K, /K 
respectivement en aK-H ipK', yK-+ 'SK'(XLVI1, LXXX). La 
substitution inverse d'une substitution S et le produit SS;' de deux 
substitutions (n"' 146, 147) qui satisfont aux conditions précé- 
dentes sont eux-mêmes des subsùttitions qui satisfont à ces con- 
ditions; les substitutions S forment un groupe. 

680, Liant donnés deux élcmenls distincts, on peut trouvei' une 
substitution S telle que le premier élément, transformé par cette 
substitution, devienne le second élément, ou plutôt n'en soit pas 
distinct. Supposons que le premier élément soit (o, i) et soit 
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(/>, q) le second élément; (o, i) transformé par S devient (y. S); 
il est permis, en remplaçant au besoin {/;, q) par un élément qui 
n'en soil pas distinct, de supposer jD, q premiers entre eus, puis 
p^o^q^^ I (mod. i6) ; on prendra y = p, S = q, puis, en dési- 
gnant par a^, p,, une solution entière de l'équation qa.^ pfj = \, 
on devra prendre ci.=z a.a + 'kp, p=^o + ^?; on choisira l'en- 
tier X de façon que ^ soit pair; la condition q(t — p'^ = 'i qui ^st 
toujours vérifiée, montre, d'ailleurs, que l'on a a^ i (mod. i6); 
toutes les conditions imposées pour que la substitution S soil une 
substitution S sont alors vérifiées. La substitution S^', inverse 
de S, transformerait l'élément (/>, q) en (o, i), et une nouvelle sub- 
stitution H' du même type transformerait l'élément (o, i) en un 
autre élément arbitraire (/)', q'); la subsiiiiiiion composée S'S~', 
qui appartient toujours au même type, transformerait donc l'élé- 
ment (p, g-) en {p\ g') {')■ 

681. Les V éléments (r/7, rg), où /■ = i, a, ..., v, sont distincts; 
nous dirons qu'ils appartiennent à une même ligne. En don- 
nant à r une valeur fixe et à /*' les valeurs 1,2, . - ., v, les élé- 
ments (/■/■' jO, rr'q) reproduisent la ligne à laquelle appartient 



nulles de sn((i ), et non les carrés de ces valeurs, il est nécessaire de modifier 
un peu ce qui précède et, en particulier, la déBnilion de deus élémenls indis- 
tincts; deuï éléments lp,q), (p\q') seront indistincts si l'on a 

sn(«^,,) = sn(a,,-„.), 
c'est-à-dire soit 

p' — ji — û (mod. s/i), 5'— g^o (mod. n}, 

p' -i- p ^ Il ( mod. 311), q' + q -^ •! (mod. h) ; 

le cas où p, q seraient tous deux divisibles par n est toujours esclu. Les der- 
nières congruences montrent que l'on peut, si l'on veut, supposer p impair. Le 
Tableau des éléments distincts contient alors n^—i = 'fiv 4-1) éléments. Deux 
éléments restent distincts ou indistincts quand on les transforme par une substi- 
tution Z. En modifiant légèrement la démonstration du texte (n' 678), on recon- 
naît aisément que l'on peut remplacer un élément {p, g) par un élément {p', q') 

p'^v, q'^o (mod. r6). 

Dès lors, on voit de suite qu'il y a toujours une substitution S qui transforme 
un élément donné en un élément donné, pourvu, bien entendu, qu'on ne dislingue 
pas les éléments indistincts. 
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l'clémenl (p, ç), caries valeurs absolues des restes minimums des 
nombres /■;■'( mod. n) sont les nombres i, 2, . .. , v. Un élément 
détermine la ligne à laquelle il apparlienl. Le Tableau (T) des élé- 
ments du système complet, rangés en lignes, conlient 2(v-Hi) 
lignes. Les élémenis d'une même ligne, transformés par la substi- 
tution S, restent les éléments d'une môme ligne. Deux éléments 
(/>, q), (j),, q,) appartiennent ou non à la même ligne, suivant 
que le déterminant ^^1 — p,q est, ou non, divisible par n; il 
suffit évidemment de démontrer que, pg, —pt^ étant supposé 
divisible par n, les deux élémenis {p, g), {p^, g,) appartiennent 
à la même ligne; or, si p est divisible par n, il en est alors de 
même de p,, puisque q etp, ne sont pas à la fois divisibles par /i; 
on en conclut de suite que {p, q), [p,, ç, ) appartiennent à la 
même ligne formée des élémenis (o, 1), (o, 2), ..., (o, v); sip est, 
au contraire, première «,il esisle deux entiers r, j tels que l'on 
ait p, ^^pr -l- ns, et l'on aura 

P'Ii—pi^=I"/i — (/"•-+- !ts)q^p(q: -qr)^o (mod.n); 

d'où l'on conclut que ^1 — qr est divisible par n. comme p, — pi\ 
et qae les élémenis {p, q), [p,, q,) appartiennent donc à la 
même ligne. 

682. 11 existe une substitution S qui transforme deux lignes 
différentes, arbitrairement choisies dans le Tableau (T) en deux 
bgnes différentes, choisies elles-mêmes arbitrairement. En vertu du 
raisonnement employé à la fin du n" 680, il suffira de démontrer 



la proposition ei 


1 partant des deux lignes 






(0,1), (0,1), ..., (o,v), 






(1,0), (2,0), ..., (.,0), 


,„i dévie, 

tution S, 


■""■' 


si l'on en transforme les éléi 

(t,S), (a-,,ïS), ..., (v,,v; 

(", P), {'■','?) (•«,»f 



nous voulons que ces deux lignes coïncident respectivement a> 
celles qui contiennent les élémenis {/>, q), {r, s). 

Ayant choisi p, q premiers entre eux tels que l'on ait p = 
g^ I (mod. 16), nous prenons d'abord y =/>) S ^^f-, nous dev< 
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prendre ensuite a 7= >,/■ -j- an, p = Xs + bn, en désignant par a, 
b, ). des entiers, de maiiière à vérifier d'abord la condition 

cjiii entraîne 

(qi- - ps)A -h it{cja — pb) = I ; 

qr -^-ps est premier à n, puisque les deux éléments {p, g), (r, s) 
appartiennent à deux lignes distinctes; on peut donc déterminer 
les entiers X, p. tels que l'on ait 

puis, les entiers/?, q étant premiers entre eus, déterminer les en- 
tiers a, b de façon que l'on ait 

qa —pb = [i. 
Si «(,, ba sont une solution de cette éfjuation, 00 prendra 

X étant un entier que l'on choisira de façon que p soit pair, ee qui 
est toujours possible, puisque nq est impair; alors, à cause de la 
relation ag— P/j = 1, on aura a = 1 (mod. 16). 

683. Ces considérations arithmétiques vont nous fournir des 
renseignements précieux, sur les équations que vérifient les quan- 
tités so^{aj,,j), p{ctp^g). Nous raisonnerons sur la première; les 
raisonnements se simplifient pour la seconde, en ce sens qu'on n'a 
pas besoin de tenir compte des conditions imposées à a, p, y, S 
en dehors de la relation aS — Py ^ i. 

Fixons un corps ( ' ) îi, formé au moyen d'éléments numériques 
quelconques et de la fonction (p(T) et considérons une équation 
f(z)r=o, entière en i;, dont les coefficients apparlienneiit au 



(') Un corps, ou domaine de ratkmaltté, est un ensemble Ac mimbrcs, crni- 
stants ou variables, tels que, si deux éléments figurent dans cet eiisemble, la 
somme, le produit, le quotient de ces deuK éléments y figorent aussi. Tous les 
nombres rationnels figurent dans un corps quelconque. On pourra, si l'on veut, 
supposer que le corps C3 comprend seulement tous les nombres rationnels et 
toutes les fonctions vationnellcs de ip(.T) à eoclficieiits, iiuniériques rationnels. 
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érifiée quand od y reinplai 



...(..,,„) = .n- ''"'^ "''"'' , 



OÙ p, q sont deux entiers donnés, non divisibles tous deux 
par n; il faut entendre par là que la l'onction analytique de t, 
/[sn^(api^}, cf], où T entre dans (p, dans sn, dans R. el dans K', est 
identiquement nulle. Si, dans cette fonction, on remplace t par 
- — g-i où S ^ ( K.) est une substitution qui satisfait aux con- 
ditions précisées plus haut (n" 679), f ne change pas, non plus que 
la fonction sn u qui reste la même fonction de u, et <ïp, j est rem- 
placé par ny,j' en désignant par (/)', g') le transformé par S de 
l'élément Qo, q); on voit donc que/fsn=(«p'^^'), tp] est toujours 
nul. Comme (p', q') peut coïncider avec n'importe quel élément 
du système complet, on voit que l'équation /{a, f) ^= o, du mo- 
ment qu'elle admet pour racine une des valeurs de sn-(np^^), les 
admet toutes. 

Soit maintenant F{z) =^ o l'équation même que l'on a appris à 
former au n" 677 et qui a pour racines les valeurs non nulles de 
sn^(«p,,); ses coefficients appartietineut au corps ù. Il est im- 
possible que F(s) admette un diviseur entier en z dont les coefii- 
cients appartiennent au corps Q. Si l'on avait, en effet, une iden- 
tité de la forme 

F{^)=Mz)Mz)..., 

où /i(s), /^(s), ... seraient de tels diviseurs, chacun de ces 
polynômes deviendrait une fonclioa analytique univoque de t, 
quand on y remplacerait s par sn-( «,,,,); leur produit F{z) étant 
nul identiquement, l'un d'eux, /i{z), par exemple, serait aussi 
identiquement nul; il admettrait donc la racine sn^tr^^^ et, par 
suite, toutes les 2v(v-t-i) racines de F{z); il serait donc Iden- 
tique à F{z) à un facteur constant près appartenant au corps Û; 
l'équation V{z) = o est donc irréductible dans !e corps H {'). 



(' ) Si l'on considère l'équation F(œ') = o, obtenue en 
et qui a pour racines les valeurs non nulles tte sna^^^, < 
en utilisant les remarques contenues dans la note du a' I 
tible dans le mânie corps. 
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684. Ceci pose, envisageons une foncLÎon sjmélrii|ue ralionnelle 
S(si, Sî, ..., Sy) de V variables s,, z^, . . -, s^ dont les coefficients 
appartiennent au corps il; remplaçons-y pour r=^ I, 2, . . ., v la 
variable s,- par la fonction rationnelle (') de sn^u qu'est sn-ru, 
puis sn^K par z, et désignons par R(z) la fonction de z ainsi 
obtenue. Celle fonction R{2) prend la même valeur quand on y 
remplace z par l'une quelconque des v valeurs de 

c'est-à-dire par l'une quelconque des v racines de F (z) = o qui 
correspondent aux éléments d'une même ligne du sysicme com- 
plet : l'expression 

est égale à 

puisque les nombres l'p, 2rp, ..., -jrp sont congrus (mod. n) 
aux nombres ±p, ± a/', -.-, ±:v/j, que les nombres rq, '>-rq, ..., 
vrg' sont congrus (mod. «) aux nombres d: g, zh 2^, ..., ±V(/, 
et que la fonction S est une fonction symétrique de ses éléments. 
La fonction R(2), quand on y remplace z par les 2v(v + t) ra- 
cines de F(3), n'est donc susceptible que de 2(v+ i)=: ;t + i va- 
leurs au plus; nous allons montrer qu'elle en a exactement n -\- v, 
à moins de se réduire à un élément de il. 
Supposons, en effet, que l'on ait 

Ii(sii'ap,,)=R(snî«„V/), 
quoique les éléments {p, i/), {p\ q') appartiennent à deux lignes 
distinctes; en remplaçant t par ' ■ „ - . où 2=/ Çj appartient 
au type défini pins haut (n" 679), et en désignant par (/>,, ç,), 
(/>',, q'^ les transformés par S des éléments {p, q), [p' , q'), on 
aurait encore 

mais, comme les éléments (/>(, ^i), {p',,q\) peuvent appartenir 
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à telle ligoe que l'on voudra (q" 682), il en résulterait que la fonc- 
tion K{z) ne saurait prendre deux valeurs distinctes pour deux 
racines de l'équalion F (s) = o, quel que soit le choix que nous 
fassions de ces denx racines; la valeur unique de R{z) serait donc 
un élément de ii. 

Si nous écartons ce cas, on peut donc dire que par la transfor- 
mation y = R(3), l'équation F (5) = o se réduit nécessairement 
à une équation G{y) = o de degré (n + i), dont les coefficients 
appartiennent an corps ii ; elle est irréductible dans ce corps ; elle 
a pour racines les {«-+- 1) valeurs .7'oiJKiî ■■■i^n que prend R(s) 
quand on y remplace s par sn^Up^q et {p, q) par n ■+- i éléments 
appartenant aus n + i lignes distinctes du système complet; cha- 
cune des racines correspond à une ligne de ce système complet. 
Si y:f est une de ces racines, les deux équations 

ont V racines communes, à savoir les v racines 3i,j, Sa^j, ..., Sv,j de 
F{3) ^= o qui correspondent à la même ligne quejf'j; ces v racines 
dépendront d'une équation j^ (3 ;js} = o, que l'on oh tiendra en cher- 
chant le plus grand commun diviseur de F [z) et de R (s) — _/,, en 
sorte que les coefficients de g{z', ys)^ envisagée comme une fonc- 
tion de 3, sont des fonctions rationnelles de^i et des éléments du 
corps Û; en d'autres termes, ces coefficients appartiennent au 
corps Oj formé en adjoignant y; au corps £1. 

Dans ce corps Oj, l'équation en z, f{_z ; ^^-j) = o, est, d'ailleurs, 
résoluble par radicaux ; il est aisé de voir qu'elle appartient même 
au type le plus simple des équations résolubles par radicaux, car 
elle est c/c/j'^HÊ. En effet, si A est une racine primitive du nombre 
premier n, les valeurs absolues des restes minimums (mod.n) 
des nombres )., î^^, • . -, X'' sont les nombres 1, 2, . . ., v rangés 
dans un certain ordre; de plus, V^' est congru à \. Il résulte de 
là que chaque élément d'une ligne s'obtient en multipliant les 
deux termes de l'élément précédent par X, et qu'on reproduit le 
premier élément en multipliant le dernier pari. Si donc on re- 
présente, pour un instant, par ^(sn^u) la fonction rationnelle 
de sn^it qu'est sn^(Xi(), fonction dont les coefficients sont des 
fonctions entières de <p(t) à coefficients numériques rationnels, 
on voit que les racines Z\, z-^, . . . , 3„ de l'équation g{z, y,) = o 
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peuvent être rangées dans un ordre tel que l'on ait 

c'est le caractère des équations cycliques. 

Observons encore que si^'^R'(3) est une autre fonction de z 
formée comme R{5)l'a été, et si l'on désigne par^^, y\, ... , j'^ 
les valeurs dey'=:^R'(2) qui correspondent respectivement aux 
mêmes lignes du système complet que les valeurs y ni yii ■- -j Xn 
de y =: 1^( = ). il existe Tinc relation de la forme 

où W désigne une fonction rationnelle de y^ dont les coefficients 
appartiennent au corps Ûj; en effet, l'expression R'(s) conserve 
la môme valeur jj pour toutes les racines 5,.^, ^a^j, . . ., ^v,s de l'é- 
quation en s, g(^, y s) ^o; ctj^j:=^\ R(3y-^î) est évidemment 

une fonction rationnelle (dans Ci) des coefOeients de l'cqualion 
^(s,7j), c'est-à-dire de jiv 

68d. Des résultats tout pareils concernent l'équation /{j^'} =; o 
dont les racines sont les valeurs de jja^,^; au lieu du corps ii on 
considérera toutefois un corps Ù' formé au moyen d'éléments nu- 
mériques quelconques et des quantités g^i gn- 

L'équation /(y) =^ o est irréductible dans le corps tJ'. Une 
fonction symétrique (ou même cyclique) des quantités pcip^q re- 
latives à une même ligne et dont les coefficients appartiennent au 
corps !ii', est racine d'une équation de degré n-\-i, dont les coeffi- 
cients appartiennent à ce corps, et celle équation est irréductible 
dans ce corps si les valeurs de la fonction symétrique (ou cy- 
clique) considérée changent quand on passe d'une ligne à l'autre. 
Toute autre fonction symétrique (ou cyclique) des mêmes quan- 
tités pap.q qui garde la même valeur pour les élémenls d'une 
même ligne, et dont les coefficients appartiennent au corps Q', est 
alors fonction rationnelle de la première. 

Une racine de l'équation irréductible de degré (n + i) corres- 
pond à une ligne du système complet d'éléments et les — — va- 
leurs de pap,q pour les éléments de cette ligne sont racines d'une 
T. et M.— IV. i5 
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équalion de degré — -_ — donl les coefficients ap|iartiennciit au 
corps OJ obtenu en adjoignant celte racine à S!', Dans le corps £i'^ , 
l'éqnation de degré ■ — ~ est irréductible. 

686. Parmi les fonctions symétriques des quantités pap^q rela- 
tives à une même ligne, qu'il convient d'employer, la somme 
P = i;pfljD,î se présente d'autant plus naturellement qu'elle figure 
déjà dans les formules de transformation (XXI). Il resterait, il est 
vrai, à prouver, pour pouvoir affirmer que P vérifie une équation 
irréductible de degré 7i + 1 , que P change de valeur quand on 
passe d'une ligne à l'autre ; dans les cas particuliers où n =^ 3, 5, 
que nous examinerons plus loin, l'irréductibilité de l'équation 
en P, du quatrième ou du sixième degré, apparaît toutefois direc- 
tement sur l'équation même et le changement des valeurs de P 
quand on passe d'une ligne à l'autre en résulte. 

M. Kiefiert a montré que, pour n > 3, la Jonction 

R= Jj[p('-«P,7)--P('^''«^w)). 

où V ;= 1 était particulièrement avantageuse. On reconnaît 

de suite qu'elle est une fonction symétrique rationnelle des v quan- 
tités p(rap^q), puisque p(2rap^q) est une fonction rationnelle 
de g2) gx, pii'(fp,q)i CQ sorte que R peut être mis sous la forme 

F désignant une fonction rationnelle de p(''«/.,ç)(' )■ 



(') B peut i^tre mis sous une Corme intéressante que le lecteur retrouve 
peine en reprenant les formules des ii" 37Î, 373 (voir V Errata). On a, ei 
nuant à désigner ^^- par v, et en ccriviint W^,^ au lieu de 11, 



u moyen des formules (VI,) et en partant de la dernière eipresaion de Rj,,j, 
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g II. — Équations modulaires. 

687. Considérons d'abord les deux fonctions doublement pério- 
diques p(m I W|, (Oj) etpiit I —, ^ij, où II est un nombre pre- 
mier impair donné. La formule (XXT,) permet d'exprimer la se- 
conde de ces deux fondions au moyen d'une fonction rationnelle 
de la première; les coefficients de cette fonction rationnelle de 
p(w |w,, wa) ou p(«; ^2, ^3) dépendent des quantités p«p,o. 
En développant les deux membres de cette égalité suivant les 
puissances de u et en égalant les coefficients de k* et de »', on 
obtient immédiatement les expressions des invariants Ga, Gj de 
la fonction j) ( M -—> W;ij au moyen de gi, gi ^^ des sommes 

^-P"^' X^""'^;"' '''' ^"""^ ""^^ expressions, on remplace 
les dérivées de p par leurs valeurs (XCVll) en fonction des puis- 
sances de p, on a 

I , s? ■> '-"'"l V ■■"'"'1 // ^ 



a supposant n — bff ± !, 



Ces dîTcrses transformations vésultent sans peine des formules (XXXI,), (XXXII!,), 
(XXXVI5), (XXXVIII,,), (LI,), (LlIIi) ; on rappelle qa'ici p, q désignent des entiers 
([Ui ne sont pag tous dcuï divisibles par ". Poiii' plus de détails, iioi> Klispiîbt. 
Journal de Crelle, t, 87, p- 199; t. 95, p, 218, 
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comme les fondions sjméti'iques des quanlilés p - — ' sont des 
fonctions rationnelles de l'une d'elles, P\ = ^^p- — -' pat- 
exemple, on voit que Gj.Gj sonldes fonctions rationnelles de^nj^^j, 
P) {à coefficients entiers) ; en d'autres termes, Ga, G3 appartiennent 
au corps Q\ obtenu en adjoignant P, an corps Û'; ou encore, il 
existe deux équations algébriques, à coefficients entiers entre Ga, 

Si, entre ces deux équations el les deux équations (XXXVIIs), 
qui expriment que i{n-z), J(t) sont respectivement des fonctions 
rationnelles à coefficients entiers de G2, G3 et de ^3, g), on éli- 
mine Gï, G3 et gi, par exemple, on obtient une équation algé- 
brique à coefficients entiers, entre J,("t) et J{t); dans cette équa- 
tion ne peut figurer ^3 , car si l'on change w, , Wj en Xw, , )iW3 où ). 
désigne un nombre quelconque, t ne change pas, tandis que g^ se 
change etiX^'^g^. Il existe donc aussi (XXXVlIe) une équation 
algébrique, à coefficients entiers entre /c'^[iix) et /*"-(")■ 

688. On peut encore reconnaître l'existence d'une équation 
entre \/k^\/k{x) et\/'l:= \lk{nx) en s'appuyani sur les résultats 
établis au n° 584, de manière à obtenir quelques renseignements 
de plus. 

Supposons formée l'équation irréductible F(;) = o, de degré 
2v{v -h i), qui a pour racines les valeurs non nulles de sn^np^,, ; 
les coefficients de cette équation appartiennent au corps formé 
par les nombres rationnels et les fondions rationnelles à coeffi- 
cients entiers de if(^-:) = \/k. Supposons aussi formée l'équation 
G(>-) = o de degré av-f-adonlon a établi l'existence au n" 684 et 
qui a pour racines les diverses valeurs d'une fonction symétrique 
de celles des racines de l'équation F(ï} :^ o qui correspondent 
aux éléments {p, q) d'une même ligne; si les coefficients de la 
fonction symétrique appartiennent au corps Ci, il en est de même 
descoefficientsdupoIynomeG{^). Enfin, supposons formée l'équa- 
tion g" (s ; ^) = o, du degré v en s , qui , lorsqu'on y remplace y par 
une des racines de l'équation G(^) = o,a pour racines les valeurs 
de sn'ap^y correspondant à la même ligne d'éléments {p,q) que 
la racine de l'équation G(y) = o; les coefficients de i'expres- 
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sion g{^',y), envisagée comme un poljnome enjrets, appar- 
tiennent aussi au corps û. 

Ceci posé, reportons-nous à la formule (LXXXVI3) qui peut 
s'écrire 

si^o est la racine de l'équalionG(y) = o qui correspond à la ligne 
(i, o), (2, o), ,. ,, (v, o) du système complet cl'élémenfs (p, ^), le 
second membre, qui est évidemment une fonction symétrique de 
sn^{a,^n), sn*(fl2^o), .,., sn^(av,o), c'est-à-dire une fonction sy- 
métrique des racines de l'équation en z, g{^',y«) = o, s'expri- 
mera au moyen d'une fonction rationnelle R(yo) de_>'Q, dont les 
coefficients appartiennent au corps il; il en sera donc de même du 
premier membre cp*(7n;) ou ^l. 

Si, maintenant, dans l'équation G(y)^o, de degré av + a 
en _^, on fait la transformation iv ^ ^^(y)) on obtiendra une équa- 
tion en w, de degré av -+- 2 ^= « + 1, dont les coefficients appar- 
tiennent au même corps Ci, et q\ie vérifie ^l; cette équation peut 
être formée, en suivant la méthode précédente, par des calculs 
purement algébriques; nous en donnerons des exemples pour 
« = 3 et /i =: 5. Cette équation est dite équation modulaire. On 
étend d'ailleurs ce nom à d'autres équations analogues. 

Observons que le même raisonnement s'applique mot pour mot 
à la quantité 

de l'équation (LXXXVIj) ; on formera ainsi l'équation au mul- 
tiplicateur, entre M et o("), équation qui sera encore du degré 
2v-l-a — n + i en M. 

689. On peut se placer, pourdéfinir l'équation modiilaire('), à 
un point de vue tout autre, d'où nous allons voir que la fonction 



(') Cf. M. Krause, Théorie der Doppeltperiodisdieit Funetioiten. .., t. I, 
p. 3o3 et suivanteg. Le lecleur qui voudra pousser plus avant l'étude des Fonc- 
tions elliptiques â l'Algèbre pourra consulter le troisième Volume des Fonctions 
elliptiques de Halphen, et surtout les Elliptiscke Functionen de M. H. Webiir. 
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tf {/it) elle-même esl racine d'une ccjualion algébrique, de degré 
n + I, douL les coefficients sont des polynômes en <p{~). 

Si T(i esl une solution de l'équation <û(~) = Wo, où cpo est donné, 
toutes les solutions de cette équation sont des transform.ées 
linéaires ~ — -„— de To rentrant dans le type i" du Tableau (XXf,), 
et pour lesquelles on a 

y3 4- Q^ — I lîï ( mod. l6), 

comme il résulte du théorème du n" o2o concernant les solutions 
de l'équation 

et de la formule (XLVI,, cas i") qui se rapporte à la fonction ta. 
Toutes les valeurs de la fonction (d(;it) sont donc de la forme 
[S ■ ' - ■■ ■ ) où a, fl, Y, 5 désignent des entiers -vérifiant les con- 
ditions précédentes; il est bien aiséde voir que ces valeurs sont an 
nombre de h -+- i . 

1° Si p est divisible par h, on a 

en effet, les nombres a, -. iif, o vérifient les conditions impo- 
sées; d'abord leur déterminant est égal à i ; puis la condition 
yS-i-ô^ — i^o(mod.i6), supposant S impair, impliqiie y e^ o 
(mod. 8); en ajoutant membre à membre les deux congruences 

(„_,)^a^o, -fS + S^-^K^o (inod.T6), 
on trouve 

„-f,î^.3^_,^o (mod.i6). 

a" Si p n'est pas divisible par n, on peut déterminer cinq 
nombres entiers a, h, c, d, Ç tels que l'on ait 



»(T + Sx.) 



il 






et cela quel que soit t„. II faul pour cola que les nombres a, fi, 
«Y, «3 soient proportionnels -Àna — b^^ b, ne — d^, d, et comme 
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le déterminant des quatre premiers nombres est égal à n, ainsi 
que celui des quatre derniers, le facteur de proportionnalité ne 
peut être que ± 1 ; supposons qu'il soit -h i , ce qui ne restreint 
pas la généralité delà solution, et cherchons à satisfaire ans équa- 
tions 



il suffit évidemment de déterminer \ de manière que a + p^ soit 
divisible par «, ce qni est possible, puisque ^ est premier à n ; rien 
n'empêche même d'imposer à ^a condition d'être divisible par 
un entier quelconque, premier à n, par exemple d'être divi- 
sible par 16; a, b, c, rf, \ étant ainsi déterminés, et a, d étant 
impairs, b, C pairs, comme il résulte des expressions mêmes de ces 
quatre nombres au moyen de a, ^, y, S, ^, on a (XLVI,), 

d'ailleurs, cd+d"^ — i ^(y +S5)hS + «='S- — i, si l'on sup- 
pose % divisible par 16, est congru (mod. 16) à ny^ -1- n^S= — i, 
et, par conséquent, puisque yS + 5'^ — 1 est divisible par i6, à 
{a ~ i) yS-t- («-— 1)0^, et, par suite, à n^— i ; on a donc 

690. Les diverses valeurs de tf("") seront donc les valeurs 
distinctes de 



?(»!.), 



>C^)' 



que l'on obtiendra, par exemple, en donnant à \ les valeurs o, 1 , 
a, . . ., n — 1. On reconnaît, d'ailleurs, très aisément que les 
valeurs ainsi obtenues sont effectivement distinctes, sauf pour des 
valeurs spéciales dccft. 

Il est clair, par ce qui précède, que la substitution à to d'une 
valeur de t telle qu'on ait a[x)= f (tu) n'en peut altérer l'en- 
semble. Les fonctions symétriques élémentaires de ces(/î + i) va- 
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leurs seront donc des fonctions algébriques de fo^ a (-;,)) c|iii ne 
sont susceptibles que d'une seule valeur, quand on se donne '^i,, 
c'est-à-dire des fonctions rationnelles de f^ à coefficients numé- 
riques. Il existe donc une équation algébrique R(w, «) = o, en- 
tière, à coefficients numériques, entre m'=3ïi(«t) et ((:= f (t), de 
degré n + I en iv. On voit de suite qu'une telle équation, ne de- 
vant pas changer par une substitution linéaire qui n'altère pascp(T), 
est irréductible dans un corps formé de nombres et de fonctions 
rationnelles de fp{'ï) à coefficients numériques quelconques; nous 
la supposons débarrassée de loul facteur ne contenant que « ; elle 
admet les racines 

L'égalité 

étant vérifiée identiquement, on volt, en y changeant -: en «-c, que 

l'équation R |_( — i) ^ w, (vj = o est vérifiée en même temps 
que l'équation R{w, w)^= o, qui, ainsi, ne change pas quand on 

change «■ en ( — i) * u et h en iv; d'autre part, le changement 
de ■: en -L -H 2 (XLV5) montre que l'équation R((v, u) = o ne doit 

pas changer quand on y remplace u par i' u et (v par i* w. On volt 
ainsi, en particulier, qu'en regardant u et w comme du premier 
degré, l'équation R(«', u) = o est aussi bien du degré n-+- i en u 
qu'en w, qu'aucun terme du polynôme R((V, u) ne peut être de 
dimension impaire, qu'aucun de ces termes ne peut non plus con- 
tenir une seule des deux variables w, u à une puissance qui ne soit 
pas un multiple de 4- 

691. Ces remarques permettent de réduire notablement le 
nombre des coefficients numériques de ce polynôme, qu'il reste à 
déterminer. Pour cela, on pourra remplacer, dans le polynôme écrit 
avec des coefficients indéterminés, (v^^<o{nx) etr( = œ(T) par les 
développements entiers en q' qiie l'on déduit immédiatement des 
formules (XXXVlHi) ; on égalera ensuite à zéro les coefficients des 
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diverses puissances de^*. Sauf le facteur y'â, qui disparaît à cause 
de la parité des termes de R^w, «), ces coefficients sont entiers; 
on aura donc, pour déterminer les coefficients de R(w, u), à 
résoudre des équations du premier degré à coefficients entiers; 
les solutions seront des nombres rationnels, ou même, si l'on 
veut, entiers. Les coefficients de l'équation R(h', u) = o, consi- 
dérée comme une équation en w, appartiennent donc au corps £i. 

692. On écrit habituellement cette équation Véqualion mo- 
dulaire proprement dite, en y remplaçant iv par (— t) ' (•■ ; 
elle a alors pour racines 

A l'équation R{w, u) = o qui relie les deux fonctions w =:o{ni) 
ti u = <ù{^-^) correspond une équation toute semblable reliant les 
deux fonctions (v= i(T) et «^ ^(nT). Si, en effet, dans l'équa- 
tion 

qui est vérifiée identiquement en t, on remplace t par — -- > elle 

Le même mode de raisonnement permet de prouver l'existence 
d'une équation algébrique à coefficients entiers, entre J(/i'ï) et 
J(t) qui, quand on regarde J('ï) comme donnée, a pour racines 



dc^ 



i(nx). 



'C-i^). <- 



elle est du degré « + 1 par rapport à chacune des quantités J(nT), 
J{t); elle est irréductible dans le corps formé par les nombres 
rationnels. 

Il convient d'insister, enfin, sur ce que les formules (LVIII) 
de Scbrôler permettent d'obtenir directement des équations mo- 
dulaires pour chaque nombre premier impair donné n; nous en 
donnerons des exemples pour h ^^ 3 et /( = 5. 
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693. Le problème de la transformation poni' des fonctions dou- 
blement périodiques quelconques '!'(«), W(») d'une même va- 
riable u consiste à rechercher la dépendance dans laquelle doivent 
se trouver les couples de périodes primitives de ^{u) el de W(m) 
pour que ces deux fonctions soient liées par une relation algé- 
brique. Ce problème se ramène immédiatement à celui de la 
transformation pour la fonction pH, puisque $(i;|w(, wj) et 
j)(k ] II),, (Ù3), d'une part, 'F(((|H|, ii;,) et j)(r(| n, j Sis), d'autre pari, 
sont liées par une relation algébrique. Si j)(w | w,, wj) el 
j)(fi|ai, Bj) sont liées par une relation algébrique 

f\p{a\,o„o.,), p(„|û„ii,)]=„, 

on voit aisément, en l'envisageant comme une identité en ((, et 
en y remplaçant u par u augmenté d'un multiple entier quel- 
conque «1 de 2 (i>i , que l'on a anssi 

Puisqu'une équation algébrique ne peut avoir qu'un nombre fini 
de racines, cette relation envisagée comme une équation en 

permet, puisqu'elle est vérifiée quel que soit l'entier /i,, d'affirmer 
que parmi les multiples (entiers) de aw, il y en a certainement 
qui sont congrus à o, modulis &a,, afls; on verrait de même que 
parmi les multiples (entiers) de 2(1)3 il yen a certainement qui sont 
congrus à 0, modulis 2 si,, 2 a,; en sorte que, pour que deux fonc- 
tions pu puissent être transformées l'une dans l'autre, il faut né- 
cessairement qu'il existe cinq entiers [a, a, b, c, d (que l'on peut 
toujours supposer sans diviseur commun), tels que l'on ail 

Soit S le plus grand commun diviseur des quatre entiers a, h, c, d; 
nous savons, par la théorie des substitutions (n" 133), que l'on 
peut déterminer des couples (w',, (u^), [ii\, û'^) respeclivemenl 
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erfuivalenls à ((Di, (O;,), {q,, a-i). et tels que Ton ail 



Si l'on désigne par v le plus grand commun diviseui 
— 5j — ) et par m, n les quotients de ces deuï eniici 
peut d'ailleurs mettre ces relations sous la forme 



m. Il aussi bien que m, 5 et que v, S sont premiers relalifs. 
De ces relations on déduit que l'on a 

d'oii, à cause du théorème de l'iiomogénéité, 

mais p(Su) est une fonction rationnelle de p{it) formée avec les 
mêmes périodes; le numérateur est du degré §*, le dénominateur 
d'un degré inférieur à S^; en appliquant les formules (XSI4) et 
(€[114), on voit d'ailleurs que p(«p^j w'^ J est nue fonction ra- 
lionnelle de p(h | w',, w'g), c'est-à-dire de j)(« | tu,, wa), dont le 
numérateur est du degré n, le dénominateur du degré « ~ i ; 
jï[S« — ) i»'A est donc une fonction ralionnelle de p(«liui,Wa) 
dont le numérateur est du degré /i3*, le dénominateur d'un degré 
inférieur à nS^.De mémepi /»« û',, —-J est une fonction ration- 
nelle de p{«|ft|, iis) dont le numérateur est du degré m^v, le 
dénominateur d'un degré inférieur à m^v. Ainsi deux fonctions 
p(i(]W|,W3), p(H|si|,fi3) ne peuvent être liées par une relation al- 
gébrique que si elles sont aussi liées par une relation de la forme 

nip("l"'i.'".)]=iii[p("lii.,ti.)J, 

où R et R| sont des fonctions rationnelles dont les numérateurs 
sont de degrés respectivement égaux à «0-, «i-v et dont les déno- 
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rainaLeurs soal de degrés inférieurs à «S-, in-v; m, n, S, v sont 
des entiers qui doivent vérifier ]a condition que m, n d'une part, 
m, S d'autre part, et enfin v, S soient premiers relatifs. 11 n'est pas 
difficile de montrer que ces entiers sont les mêmes de quelque 
façon que l'on choisisse les périodes aw', , aw'^ ou an',, an'^ équi- 
valentes à 2(0,, 2t03 ou 30,, aûj. 

On réserve le nom de (/'«/is/ormafiOTi primitive k celles qui cor- 
respondent ail cas où m = S ^ 5 ^ I ; n est le degré de la trans- 
formation primitive. Ce qui précède met en évidence que toute 
transformation peut s'obtenir au moyen de transformations pri- 
mitives. On voit aussi comment les équations modulaires corres- 
pondant à une transformation quelconque dépendent des équa- 
tions modulaires correspondant à une transformation primitive, 
dont nous avons parlé au § II. 



§ IV.— Division des périodes par 3. — Equations modulaires 
correspondantes. 



694. Nous avons formé (ClVa,,), et explicitement au bas du 
Tableau de formules (CIV), l'équation W,,{ti) = o qui, par la 
substitution y =:^ pu, prend la forme 



et dont les quatre racines sont p -~~ , p - -') p - 
cette équation et l'équation (XCVI), 



qui suppose \l<ii — e-i =; i , on élimine y, on obticot immédiate- 
ment l'équation Yiz) = o, dont les quatre racines sont sn-— .j-, 

sn'— ^ï sn= -- ~ . En tenant compte des relations (XCVI) 

(n'ilO), 

g^ = lik^ - ic- +1), g, = ^{ir- ^ c^-A--- 0(/-- ■^), 



yGoosle 



APPLICATIONS A l'algèbre ET A L'AniTIDIÉTIQUJv . 227 

on parvient aisémRnl à l'équation 

FCs) - A^2' - ti/c=35 ^.4(, 4- /^5) s _ 3 = o. 

Par la suLstitulion Z i= kz^ cette éqnation se transforme en 

(I) (z>-,)^ = .U'-?^ + ^^), 

où 

les racines de cette équation sont les carrés des valeurs que prend 
la fonction Elf ^, ^ J deKronecker {LXXV3)lorsqu'on|yremplace c 

On peut déduire dlreciement l'équation (i) de l'égalité 

qui a manifestement lieu pour n = ii; en posant z := A-sn-Oj,^^ et 
tenant compte de la formule de duplication (LXX.X.V)), on a, en 
effet, 



en supprimant le facteur rZ ot> retombe sur l'équation (i). 

695. Si l'on désigne par z^ la racine de l'équation (i) qui corres- 
pond à l'élément {i , o), on a d'ailleurs (LXXXVI3) 

il suffit d'éliminer Z||, entre cette équation et l'équation (1), dans 
laquelle on a remplacé Z par Z,o, pour obtenir une équation 
entre '^^(3-:) et (f^('î)i l'équation 

à laquelle on parvient ainsi, entraîne immédiatement la relation 

î'(^)-?'(îx) = î.(T),(î,)[i-=.(,)o-(3t)l, 
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puisque les premiers termes des développements des deux mem- 
bres (XXS VIII,) suivant les puissances de g* sont égaux (ils sont 
tous deux égaux à + 4?*)- En posant 

on obtient l'équation modulaire proprement dite (pour n = 3) 

696. On va vérifier que eette équation (a) se déduit aussi de 
l'équation (i) par une transformation rationnelle. On a, en cRet, 

la dernière égalité résultant de l'équation (i); on en conclut, en 
extrayant les racines carrées, 

?1M- 



car il est bien aisé de voir que le second membre de cette égalité 
doit, comme le premier, être positif pour de grandes valeurs po- 
sitives de 4- On n'a plus qu'à faire la transformation 



en remplaçant dans (i), i — 7? par 2(1 — kï)y,^n remarquant 
que le second membre peut s'écrire (1 — k7.){i — TZj'en sup- 
primant le facteur i — k'L fjui, en vertu de (i), ne peut s'annuler 
que si A'^ ^ 1 , on trouve 

l'cbmination de Z, entre cette expression de jk^ et celle qui est 
fournie par la transformation rationnelle elle-même, donne enfin 

et, en posant /:=»', jK^ — —j on retrouve l'équation modu- 
laire (a) entre fi^:a(i;) et t^ = — o(3t). 



y Google 



APPLICATIONS A 1. ALGÈBRE ET A L AllLTHMÉTJQTÎi;. 229 

697. On a d'ailleurs aussi 

= (,_ „î)(, _„8) =[(,_„.)(, + ^1)1 L(i_.l)(i H- «^)] 

^ (, ^ „* _ „t _ „■•„*)(, + „* „ ^. _ „i^.i) 

= (,_„v^.)._.;(,_„.^.) „.„. = (, „„.^.)V 

011 en dédiiÎL immédiatement, en cxlrajant la racine quatrième, 
la relation 

ou encore 

/Fl + \f¥~r = I ; 

c'est sous cetle forme que Legendre {Fonctions elliptiques, t. I, 
p. 23o) a donné le premier l'éqnation modulaire pour /i ^ 3. 

698. Plaçons-nous, maintenant au point de vue du n" 691, et 
proposons-nous d'établir directement l'équation modulaire entre 
ii^<s(x) et ('p^^^(3t). On sait qu'elle est du quatrième degré 
en w, du quatrième degré en u, qu'aucun de ses termes ne peut 
être de dimension impaire en (v et u, qu'aucun de ses termes ne 
peut contenir w ou ii seul, à une puissance qui ne soit un mul- 
tiple de 4 ; elle est donc nécessairement de la forme 

(a«(i'+a!K2-l-ai)"''-i-(6,tt' + 63M)ii'^ 

Si l'on identifie cette équation avec les deux, équations que l'on 
obtient en y remplaçant, d'une part, tv par — u, u par (V, d'autre 

part, «par i^u, (v par i^iv, on voit que : 

ou bien 

ou bien 

aï ^^ bi ^- cij — (Il — a\ = b I ^ d-i —- e^ ^ o; 

la première alternative est seule possible, car dans la seconde l'é- 
qualion modulaire neserailpas irréductible; l'équaùou modulaire 
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esl donc nécessaire 


menl de la forme 


a,i 


;,i.v_ tii)_i_6,Hiiv>-(- diii 



Si, dans le premier membre de cette équation, on remplace 
Il = 3{-:), HJ = ¥(3") par leurs développements (XXXVIIli), on 

obtient, en égalant à zéro les coefficients de q' et de q', les reia- 
cn sorte cjue l'équation cherchée est 



Pour w^ — y, on retombe sur l'équation (a). 

699. Celte même équation (a) se déduit anssi de la formule 
(LVIII,) et c'est peut-être par cette voie que l'on aperçoit ie 
mieux la source commune d'où découlent toutes les équations 
■„od»l.ire.('). 

Si nous faisons, dans cette formule, a= i, ^^=3 et, d'une part, 
a; =^,^=— ■ J, d'autre part, x^\, y=: — |, puis que nous ajou- 
tions les deux relations ainsi obtenues, il viendra 

3.aW)S,(il3T)+9Uîh)&s(fl3^) 

= iïa(0l4^)Ss(0ll2T)-25Oî(2T|4T)2r3(6T!l5T). 

Si l'on transforme le premier membre de cette égalité, en appli- 
quant la formule {XL, ), il se présente sous la forme 

-i-[&=(!UT)-i-Si(|l4x)][aa(t 1.^0-^3,(11.2.)]; 

quel que soit T, on a d'ailleurs (XXXIV) 
^t(l|T) = -3.aiT)=3,{o|T)=o; %{\y\T) = e~'^"%{o\^); 

S,(||t)=S,(-^1t) = 34(o1t); 
l'égalité précédente peut donc s'écrire 

a.(oU')3.<oli")-3.(o|4-)»>(o|i«)-S,(o| 4^)3.(0 |i«). 
(') Voir Journal de Liouville, a' sér., t. III, p. 260; i3S3. 
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Cette équation, daus laquelle on peut supposer t remplacé 
par -I est manifeste m eut identique à l'équation modulaire (2). 

700, Observons en passant que l'on obtient, par le même pro- 
cédé, des équations analogues en posant dans la formule (LVIIIi ), 
écrite pour a:z^ 1, p^ 3, an lieu de 



soit 

on parvient ainsi aux relations 

701 . L'équation au multiplicateur s'obtient en éliminant Z entre 
les deux équations 

M 7. ( I — /.- z) = A: — z . z* _ G z^ -H 4 p K — 3 ^ . 

Ces équations sont équivalentes aux deux équations 



^' = -^k^\, B'= M + i, C'=— /c; 

l'équation au multiplicateur est donc 

(AC— A'C)5 =(An' — A'n)(BG'— B'C); 
en divisant les deux membres par (A- — i)", et réduisant, élit; 



prei 



nd la fon 



3M^H-8(i- a/:3)aP-i-6M'- 



L'équation f{y) = o dans laquelle se transforme l'équation 
^3(11)^0 par la substitution y = pu (n" 694) étant du qua- 
trième degré en y, est résoluble par radicaux; il en est de même 
T. et M.— IV. iG 
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de l'équalion F(^) = o. En général, ces équations ne soni, pas abé- 
liennes. 

702, Dans le cas où g^ et g^ sont réels, il n'est pas difficile 
d'écrire explicitement les valeurs des quatre racines de l'équa- 
lion /(jk) := o dans laquelle se transforme l'éqnalion ^"j(;()^o 
par la substitution y-^^pu. 

Convenons de désigner par £ la racine cnbiqtic imaginaire do 
l'unité dont l'argument est -^ ou -^, suivant que le discrlminanl 

est négatif ou positif; par P la racine cubique réelle de — ''.(J; 
par a, h, c les quantités 

par \/a la racine positive de a ; par \jb^ \Jc les racines de 6 et de c 
dont la partie réelle est positive; il est aisé de voir que y'ft, \Jc 
sont imaginaires conjuguées et que le coefficient de i dans la 
partie purement imaginaire de sjb est positif. On a alors 

p -j- = ■/a — '^l — s/c, ji ■■ ■ V^ " = ~ \/(! H- v^S — \/c. 

fj'ordre dans lequel on a égalé les quatre racines de l'éqita- 
t'on/(j) = "»"'' nombres p^, pip, p ^"'"j^"" est détei- 
miné par la condition que ];>-,,- soit réel et positif, p—^ réel 

et négatif; p- — --.f ^ s'exprime au moyen de p -—-> p — - et du 

produit p'-^-' p'-rpi par les formules d'addition. 
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§ V. — Division des périodes par 5, ^ Équation modulaire 
correspondante. 



703. Au lieu de former directement l'équation T^ ^ o et l'équa- 
tion f{x) = o, dn douzième degré en y, qui en résulte par la 
substitution y=.pit, équation qui a pour racines les douze valeurs 
que peut prendre l'expression pcip^q pour ap^q-=. ~ — !-r — 2_J1, 
nous formerons les équations du sixième et du second degré dont 
sa solution dépend. 

Soient 

En posant y = p{'^p,ti)i on peut écrire (GIII,) 

(0 P-y^ 

et cette équation, si l'on regarde P comme égal à 

est aussi bien vérifiée par p(flp,,) que par p(2«^^^), puisque l'on a 

p{4<ip,^) = p(«,>,ï); 
le polynôme 

(7^-+-T^2)^-HaÉ'3r-(/- P)(4j''-S'!/ — é's) 

doit donc être divisible par^j'- — Vy -l- Q ; en écrivant qu'il en est 
ainsi, on obtient les deux équations 

d'où l'on déduit 

(3) Ps-5^;Pv-4o^,P^-5^^P=-8é-î5-3p-5^J=<., 

Cette équation est irréductible dans le corps formé par les 
fonctions rationnelles de g^, g^ à coefficients entiers, puisque en 
la résolvant, par exemple, comme une équation du second degré 
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en g 3, la quantité sous le radical n'est pas un carré parfait. Il suit 
de là que les six valeurs de p(«p^,) + j>(2 6(p,^) sont distinctes ('). 
P étant déterminé par cette équation, on déterminera y par 
l'équation 

(4) y'--Py+-^{P'-^iff^'P + ff-^)^o. 

On voit que toutes les fonctions symétriques entières de 
p {cip^q)-, p(2apj^), dont les coefficients appartiennent à 11, seront 
des fonctions rationnelles de P dans le même corps. 

En éliminant P entre les équations (3) et (4)i on obtiendrait 
l'équation du douzième degré f{^y)^=. o, ayant pour racines les 
douze valeurs que peut prendre pcip.q pour ii = 5, équation que 
nous avons évité d'écrire. 

704, Il n'y a aucune difficulté à former de même l'équalion du 
sixième degré qui admet pour racine la quantité \\ Introduite par 
M. Kiepert. On a, en effet, pour n ;= 5, 

= -[p(«M)-^-p(2«y..'/)P+4p(a/.,5)p(2«;,,7) 



(') Faisons en passant sui' la forme de l'équation en p quclq 
qui s'étendent aisément aux équations analogues pour n pre^ 

Le coefficient de la plus haute puissance de p est numérique el 
ficients sont entiers en g„ g,; cela pouvait Être prévu, ca 
on l'a vu au n" 457, appartient au polynôme en y que Ton déduit de T„(u) 
quand on y remplace pu par y, il appartiendra donc aussi, en vertu de la 
théorie des fonctions symétriques, à l'équation S(i) — o, ayant pour racines les 
sommes de racines de l'équation en y et à tous les diviseurs entiers en s, 

g-,, ^3 qui ne sont pas divisibles par un polynôme en g,, g^; or le premier 
manibre de l'équation en p est un tel diviseur, puisque ses racines sont certaines 
sommes de racines de l'équation en y. 

D'autre part, le polynôme en p est une fonction homogène de p, gj, g^ quand 
on regai-de ces quantités comme du premier, du second, du troisième degré; 
cela pouvait aussi être prévu par l'équation d'homogénéité (VIII,). 

Ces remarques montrent que, pour former l'éqnation en P, on n'a à déterminer 
que des coefficients numériques; en particnlier, il est certain que le terme en p" 
manque toujours dans l'équation en P. 
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il suffît donc d'éliminer P entre les deax équations 

ou encore entre !es deux équations qui leur sont équivalentes 

ç,(R^+ g,R- gl)F' -^ 5iff-,(^Vi~ g^)F~ &i ffl ^.<>; 
on trouve ainsi, sans ancune peine, l'équalion 
iIf(R)^5Rs + ia^5R5 — i6o(JR' + a56Cfî 

+ 27 ^^(loRS — 2^1 + 37^1) = l>, 

on 

et l'on obtleiil, en passant, l'expression que voici de P en fonction 
rationnelle de R, 

70S. Pour n =^ 3, les équations modulaires entre §-■>, gi, G3, Cj 
se déduisaient immédiatement des équations (1) du n" 687, 
puisque pour « = 3, y est égal à i, et que, par suite, ou a sim- 
plement 

i"^--'" %f'-^-"" If'"^-"'- 

Pour n = 5, il faut faire subir à ces équations une légère transfor- 
mation. Puisque p ^j p ^ sont racines de l'équation (4), on a 
d'abord 

20,, 4", _ F? + ^j-aPi-hA--3. 



on en déduit 



,2W, ^4<'>i .„ Pî-^^g-j Pi + ^a 
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en remplaçant ces sommes par leurs valeurs dans les éqnalions (i) 
dun" 687, on a ensuite 

I ii5Pi^,-^.95^.+ ,;,,-i/,oP?=o; 

les deux équations chereliées sont le résultai de l'éliminatioo de P, 
entre les deux équations (3) et (5). 

On observera que les deux équations (5) sont linéaires aussi 
bien en d, Gs qu'en g^, gs- Si on les résout par rapport à gi, g» 
et que, en y remplaçant P, par P, l'on porte ces valeurs dans 
l'équation (3), on obtiendra une équation du sixième degré en P 
dont les coefficients seront des polynômes en Gî, G3 à coefficients 
entiers, et que devra vérifier P) . Cette équation, jointe à l'équa- 
tion (3) et aux équations (5), montre bien nettement comment les 
éléments de l'un des couples {g^, g^), (g^, Ga) dépendent algé- 
briquement de l'autre, les éléments de l'un des couples étant sus- 
ceptibles de six valeurs quand on se donne l'autre couple. Il 
convient de remarquer que si l'on connaît deux couples corres- 
pondants (^2, ^a), (Ga.Gs), la valeur correspondante de Pj, racine 
commune aux deux équations (4). s'obtient rationnellement au 
moyen de ^2, ^3, Gï, G3. 

706. Passons à l'équation du dou7,ième degré qui donne les va- 
leurs de so^a;, ,, où 

Le système complet des éléments est, par exemple, 

(o, I), (,,0), (1,1), (,,2). (',3), {•■■'). 
(0,3), (^,0), (a, a), (3,4), (a, C), (ï, S). 

où l'on a mis l'un sous l'autre les élémenls qui appartiennent ii 
Si l'on pose 



/ = /?= sa' ap^„ ! 
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, en Yertu des formules d'addition, 



l/Âsn(: 



"")-"^^^?Sfi' 




3^-4p3^' + 6r' 


— x-^ 


- <■■•'> 3fl;S-4p:c''+63;' 


i_ I 


^. 4a7Hi-par^ + ^>). 




•> (i-^>)t ' 




1 voil de suile que l'on a 




/csn--(3«^,,)-:;-snî(2«„,,), 





el l'on a là le moyen de former une équalion que devront véri- 
fier toutes les valeurs de ksa^ap^q; comme l'équation ainsi ob- 
tenue est du douzième degré, on est sûr que c'est l'équation 
cherchée; elle se trouvera mise sous une forme qui nous sera 
commode. 

Si l'on pose, pour abréger. 



cette équation sera 

(1, /(z) = A'(i - =')= - 4(1 - P^ -i- 3')B^ 

La fonction k'^ sn^[ap^q) sn'^ (a «j,,^), rationnelle en /csii^(ap^q), 
ne change pas de valeur quand on y remplace ksn^^cip^^) par l'une 
ou l'autre des racines qui correspondent aux éléments d'une même 
ligne verticale. Si donc, dans l'équation /(s) = o, on fait la trans- 
formation 

on devra obtenir une équation du sixième degré en y, et les deux 
racines z qui correspondent à une même racine y de celte équa- 
tion doivent pouvoir s'obtenir par une équation do second degré ; 
c'est ce que l'on va vérifier, 

707. Regardons dans ce qui suit y comme mis simplement 
pour abréger à la place de la fraction rationnelle en z qui con- 
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slitue le second membre de l'équation (12); résolvons cette équa- 
tion pnr rapport à p el subsliluons la valeur ainsi trouvée dans A 
et dans B; on U'ouvera sans peine 

puis, en remplaçant aussi dans (i), 

D'autre part, on a identiquement en j-, 2, p, 

dans le premier membre, la quantité entre crochets est nulle en 
vertu de la définition (2) de ^; on a donc les dens égalités 



i^) ] fi -) -t-a! 

qui peuvent être regardées comme des identités en s si l'on se 
reporte à la définition (2) de^; dans les deux seconds membres, 
;; n'entre explicitement que par la combinaison ~ — — , a ne peut 

donc être une racine de /{z) sans que la valeur de ^ — — qui an- 
nule le second membre de la seconde égalité n'annule aussi le 
second membre de la première, c'est-à-dire sans que l'on ait 

(5) e{j) = iGp^r-(' + 47-7')' (5-2/ +J') = o- 

Réciproquement, si l'on prend pour ^ une racine de cette équa- 
tion, pour z une racine de l'équation du second degré en s, 

le second membre de la première égalité (4) sera nul [comme on 
le voit en éliminant p entre (5) et (6)], en sorte que 
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sera nul; mais alors, en vertu de l'identité (3) dont le second 
membre est nul à cause de (6), on aura, puisque^/ n'est pas nul, 

(;< — 4) 2' 4- 4p2' — (ï^- -4- 4} 3' -Hj»' = o, 

c'est-à-dire que y satisfera bien à sa définition (a) ; dès lors, les 
identités (4) ont lieu, en sorte que f{z) est nul à cause de (6). 
Nous avons donc démontré que l'on obtient les racines de /(s) en 
résolvant l'équation (5) du sixième degré en y, puis l'équation (6) 
dn second degré en s. 

708. Si l'on considère une fonction symétrique de deux racines 
de l'équation y(3)=:o qui correspondent aux deux éléments d'une 
même ligne et, par suite, à une même racine / de (y) z= o, elle 
s'exprimera rationnellement au moyen de la somme et du produit 
des racines de l'équation (6), c'est-à-dire en fonction de la ra- 
cine y considérée ; cette fonction symétrique dépendra donc d'une 
équation du sixième degré. Tel est le cas, par exemple, pour l'ex- 
pression (LXXXVIs), 

, 2K „ 4K 



en supposant que^ soit /c- sn" -7- sa- 2^, les deux racines de l'é- 
quation (0) seront frsn- —-! k sn- ^ et leur somme sera^— ^ — -~ ; 



1 en déduit 






ipf^y 



1-47— j-^ 



HtV 



en remplaçant, dans le second membre, p par A- + ^i eten suppri- 
mant en haut et en bas le faeteur y — i , on trouve sans peine 

^k i + t'S' 



S = -— : 



3J. 
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en éliminant j entre %{y) ^^ o et l'équalion qui définit ?T, on ob- 
tient sans tlifficullé l'éqnation en S", puis l'équation en \J(. 

709. Si l'on veut former l'équalion qui a pour racines ç(5t), 
on constatera d'abortl, comme dans le cas de n =: 3, que 

est une l'onction rationnelle dey. On a, en effet, 

en remplaçant, dans le numérateur, ^^y par la valeur tirée de l'é- 
quation %{y) = o, on trouve, après des réductions faciles, 

iH^'l' r (' + 4r-r-)('-r)' P. 

/;t i6Lj'-.-i+^'(J-^-3/) J • 

en extrayant les racines carrées et en ciioisissant le signe de ma- 
nière que le second membre soit, comme T, positif pour de grandes 
valeurs positives de -r. on obtient 

Ceci posé, on a à éliminer y entre les deux équations 

6(7) = 0, 4[(7 + [) + AHj'^-3y)]T-/c(r + 4r-7^)(r-y)= = o; 

en rempiaçantji' par i — },, on est ramené à éliminer \ entre les 
équations 

^-h-iX^-i-^CAT — T)X2+.'|^T(X — 2) = o, 

où l'on a écrit, pour abréger, [j. au lieu de jt — t; la première de 
ces deux équallons se simplifie en ajoutant le premier membre 
de la seconde multiplié par — X^ — aX; on est alors ramené à éli- 
miner X entre deux équations du quatrième degré 

/cT ï,i -i- (î(t T 4- |.tT)i3 — 4 [i(T 4- il)), -!- 4[i2 = o, 
)^*-f.2X3+ 4(ftT ~i):^^-l- 4tiT), — SfiT = o. 
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En appliquanl la méthode de Bézout et en combinant les lignes 
et les colonnes de manière à simplifier le déterminant du qua- 
trième ordre auquel elle conduit, on parvient aisément à un déter- 
minant du quatrième ordre dont sept éléments sur seize sont nuls, 
et que l'on n'a donc aucune peine à développer; on trouve ainsi, 
en supprimant des facteurs jj. et (i 4- /r^), 

-ATe + 4A2TS-5/cTi-i-5^T2— 4T + /s: = o. 

En posant tf (:^>'r) = — i"» 'f ("ï) =^ II, donc T = > on trouve 

finalement (') 

On parviendrait à la même équation en suivant la méthode 
appliquée au n" 698 pour n ^ 3. 

710. On peut mettre cette équation sous la forme -7 = --! eu 
posant 

on peut donc aussi la mettre sous la forme 

A -+- (î _ C_+ D 
À — lî " G^D' 
où 

A--B = C«-<')S 

C-D = (, + «.v)(,->-v). 

C'est la forme que Legendrc lui a donnée. Dans son Supplé- 
ment aux Fonctions elliptiques, p. 75, il établit, en effet, l'équa- 

De l'équation modulaire obtenue au n" 709 on déduit aisément 
('] Jaoobi, Fundamenta; ÛL'uv'es, t. i, p. ■jS. 
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la relation 

(.-î'(,)][i-ï<(Sx)]=(i-i<>)(i-i.') 

_[(,_„.)(,+ ,. )][(,_pl)(,+ „4)] 

■.■^,.■+51.' >«(■■■-■■•) -4»''(i''-»') 



- y= + 5 H' 


.'{. 


t'!)Hii+1 


^)'0 


iGwn 


,B 






[T-(.)-?'(ît)]' . 
- ,6»'(')?'(S') ' 



d'après une remarque faUc au n° 692, on a donc aussi 

[i-*'(5')lti-*'(')]=^ 



i64.-Wt'(5x) 



Si l'on divise ces deux relations, membre à membre, et que l'on 
tienne compte des égalités 

o"(T).hl'(,) = i, ?'(5,) + (,«(5t)-., 

on obtient la relation 

,.(=)?'(5i) L+'(';-*"(5')l ' 

d'où, en extrayant la racine sixième des deux membres etchoisis- 
sanl les déterminations par la considération des développements 
suivant les puissances de q {XXXVIUi), 

</MMtl ^ ;'(T)-9'(5v) _ 

C'est la forme même donnée par Jacobi à l'éqiaaUon modulaire 
au § 30 de ses Fundamenta {'), savoir : 

711. Dans la formule (LVIII,) posons 0;^= i, p = 5, et prenons 
d'une part x = ~,y = ~^ d'autre part x^^~^y = J ; ajoutons les 
deux fornmles ainsi obtenues ; transformons, comme dans le cas de 
71:=^ 3, par la formule (XL,), les produits de S qui figurent dans 

{') Œuvres, l.l, p. isS. 
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le premier membre, en sommes de S; eiifinj exprimons les 3 de 
l'argument 5, | 011 | par les S de l'argumenl o ; nous obtiendrons 
ainsi la relation 

a,(oi^)3>(oliOT)=3-,(ûl3T)3-,(oli5^)-7':ï,(T|3T)S,(5Tl,5T) 

De même, prenons dans la même formule écrite pour a ^:^ i, 
p =; 5, d'une part x ^j,y = — J; d'autre part x = |-, _y =^ — ^-; 
ajoutons les deux formules ainsi obtenues; réduisons au moyen 
de la formule (XL, ), et noiis aurons la relation 

Pour œ = — - ! y --^ d'une part, et x =-^ -h - 1 

y ^^ ■ - d'autre part, on parvient de même à la relation 

&,(oU)s,(c|Ç)=.&.(ol3.)3,(ol.5T) + aî'3.(^13.)a,(5.li5.) 

tandis que pour x = — —, y^= — d'une part, et x ^ r + "' 

y ^ ..' d'autre part, on obtient la relation 

+ 35>&,(2t13t)3,(iot1i5^). 

Ces quatre relations, déduites toiites les quatre de la même for- 
mule (LVIII, ) pour a= I, ^=5, vont nous fournir aisément 
l'équation modulaire pour n = î. Nous avons établi (n''= 699, 700), 
pour [j. =; o, 1 , 2, la relation 

d'où l'on déduit, en changeant - en 5t, la relation 

multiplions ces deux relations membre à membre et par q'^'^' ; 
si dans l'égalité ainsi obtenue on donuc à a les valeurs o, i , v., on 
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obtient trois relations que nous ajouterons membre 
notis parviendrons ainsi à la relation 



= S;(f,|-c)&,(ol5T)2y=i^=&,(siTl3T)3s(V^I'J-l 

clans laquelle figurent précisémenl les quatre sommes, de trois 
termes chacune, que nous venons d'exprimer an moyen d'nn pro- 
duitde deux fonctions S(o); si l'on remplace ces quatre sommes 
par leurs valeurs, on obtient la relation 

[iS,(o|.)&,(o|5T)-ia,(o|x)S,(olS-c)]s,(o|l)&,(^o|^) 

il suffit d'appliquer les formules de transformation (XLVII), 
(XLVIIl) pour H = 2, pour apercevoir l'identité de cette relation (' ) 
avec l'équation modulaire proprement dite pour « =; 5 , 



(') La même formule (LVIIIi) fournil un procédé très rapide pour paryenir 
à l'nne des formes de l'équation modulaire pour « = 7. Prenons, à cet effet, 
dans cette formule a =; i, p = 7 et d'une part a: = i, j' = — }, d'autre part s: = i, 
y = — i, et ajoutons les deux formules ainsi obtenues. Réduisons le premier 
membre par la formule (XL,) appliquée à cliacune des quatre fonctions S qui y 
figurent; on aura 

.a,(ohT)=7.(o(:i8T) 

= 393(ol8t}a,(ol56T)-ag^aj(2T]87:)aj(i^T|56T) 

+ 2gi«a,(4TieT)a,(38Tl5eT;)-2g"9,(6Tl8t)S,(4itl56T). 

Faisons aussi dans la même formule (LVIII,), écrite pour a = 1, p = 7, d'une 
pari X = 0, y = 0, d'auire part a; = J, / = — ^, ajoutons, réduisons le premier 
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§ VI. — Division d'une boucle de lemniscate en 3, 4 
ou 5 parties égales. 

712. Le problème de la division d'une boucle de leraniscato en 
parties égales se ramène immédiatement à la recliercbe des valeurs 

dejjf- — ^ (i>i, wj] dans le cas parliculiei'Oii les invariants gî, g^ 
sont respeclivemeut égaux à 4 ^t o. Si l'on prend le demi-axe a 
de la lemniscate pour unité de longueur, la longueur d'une boucle 
de lemniscate est, en effet (n° 649), égale à -- aK ou awi pour 
g.^ :=r 4; Sa ^^^ '^' ^^ sorte que la longueur / — s de la n"^'"" partie 



membre par la foi'miilc (XL,); nous aiivons 

-i-3ji«aa(4T|8T)S,(28Tl56T) + 3y"a3(G-tl8T:)S.3(4aTlJGt). 

Xîn ajoutant membve S membre les deux formules ainsi obtenues cl i'c;npla- 
çant ensuite t par jt nous obtenons I» relation cherchée 

s,(o!T)&,coi,ï)+a,(oiT)a,(oi7t)+B,(o]T)s,(oi7T) 

= 2â,(0|îT)9-,(0|l4t)-l-l9,(ol2T)&,<0[l4't)- 

En tenant compte des formuies (SXXVII) on peut l'écrire 

En élevant an carré les deux membres de cette relation, on en déduit aisément 
1h relation 

si l'on extrait la racine carrée et si l'on détermine le signe en dételoppant les 
deux membres suivant les puissances de g, au moyen des formules (XXSVIII), 
on voit que le carré de l'expression fl.t)f{Tt)-*--^(i)'\i(T') est égat à i; cette 
expression elle-même est donc aussi égale a i, comme on le voit, en observant 
que, d'après les formules (XXXVIII), elle se réduit à -+- 1 pour ij ■--- o. 
L'équation modulaire ainsi obtenue 

se présente sous une forme particulièrement élcganlc. Comparer Journal de Liou- 
ville, ï' sér., t. III, p. 261; i858. 
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de la boucle, comptée à partir du point double de ia lemniscate, 
est égale à — ■ ; les valeurs réciproques p des carrés des distances 
du point double aux {n — i) points de division sont donc données 
parles {/i — ^i) expressions que prend p = p — ~ pour k--^i, 

2, ,..,/! — 1 . 

Pour /i ^ 2, il n'v a pas de problème; pour «^ 4; on a immé- 
diatement (n" 676) 

J' "^' = ' '^" ^ ' P "; ^ - ' - 7^' P -"H " = + r 

Pour II ^= 3, on déduit de même des formules (n" 702) 



5 = 4, 



V3 _ 3-tV3 



4i = \V^i W'i -I- i/s — ■• i/i. - i/î), 



1 sorte que l'on n 



7^ 



Ces mêmes résullats se lisent, d'ailleurs, aisément sur l'cqaa- 
tion/(y)^=o que l'on déduit de la relation ^^(^u) = o par la 
substitution y = pu; celte équation se réduit, en effet, pour 
gs ^ 4i §"3 = Oi à l'équation bicarrée 3y* — 6^^ — 1^:0. 

Pour n ^^ 5, l'équation 



PD_2oP»— 8oP2 = 0; 
elle admet donc la racine double P ^ o et les quatre racines 
simples P=-. Y 10 + 6 y/a où cbacun des radicaux a deux déter- 
minations. A la valeur p ^ o correspondent les deux valeurs 
Q ^^ ^ — > racines de la seconde équation (■?.) du n^TOS, pour 
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g2= i, gî^'O. Aux quatre racines simples P. correspondent 
deux valeurs de Q données par la relation Q = |P^-I-^ = 2+^5. 
Les douze valeurs de pcip^q seront donc les douse valeurs que 
prennent ies expressions 

^/EjZZ^, 1(^/6 >/5 + ,„ + i/W5T^), 

quand on donne aux radicaux qui y figurent leurs deu\ détermî- 
nalioRs . 

Ces formules meltent en évidence ce fail que ia division d'une 
boucle de lemniscate en 3, 4 ou 5 parties égales peut être effectuée 
à l'aide de la règle et du compas seulement, tout comme la divi- 
sion delà circonférence du cercle en 3, 4 ou 5 parties égaies. Ce 
parallélisme entre les deux problèmes se poursuit, d'ailleurs, pour 
tous les nombres premiers impairs n, et c'est à lui que Gauss fait 
allusion au début de la septième Section des Disquisitiones ai'ith- 
meticœ. 

713. 11 n'est peut-être pas inutile de faire observer que, pour 
déduire les mêmes résultats de l'équation 0(^) = o [équation (5) 

du n" 7071, on ne saurait prendre pour k'' ta valeur ~ ^ =^ - 

trouvée au n" 649; pour passer de l'équation en pw à l'équation 
en sn* u, on a, en effet, au n°677, appliqué la formule (XCVl), 
qui suppose essentiellement ^/e, — Cj =: i, en sorte que dans l'é- 
quation &(j')t= la valeur de/,-" est liée à celles i^s gi=^ ^,g%--^o 
par les relations 

qui sont vérifiées pour k'^ -{- i = o^ k^ — ^3 = 0, mais non pour 
2A'^-i = o. 

Pour A'^ î, on a p ^^o, et l'équation 0(^)=^o est résoluble par 
radicaux; elle se décompose en 

I + 4 j —y^ = 0, 5 — 5j/ -i- j= = o, 

en sorte que y est, soit de la forme a -+- y'5, soit de la forme 
i-t-a^ — i.Les deux quantités 2 -i- \/5 sont racines doubles de 
&{y) = o; pour ces valeurs l'équation (6) du n" 707 devient une 
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identité; les quatre racines de l'équation 

sont d'ailleurs racines de l'cqnation y(s) =^0 ; on obtient ainsi 
huit racines de /(^) = 0, savoir 



où charfue radical a deux déterminations. Les deux quantités 
I -I- 2 ^ — 1 sont racines simples de [y) =^ o, et les valeurs cor- 
respondantes de s sont y [ + 2 \J — 1 ; on a donc quatre autres 
racines de l'équation du douzième degré f{^) = o. 

Pour vérifier que ces douze racines fournissent les mêmes 
solutions que les douze valeurs de j^^= P^p-,q écrites plus haut, il 
suffit de se rappeler que p a = — — et, par conséquent, de vérifier 
que l'on a 



v'.H-.^-Y^A^i 



w- 



= /~ 



ce qui n'oiFre aucune difficnlté. 



714. Pour fixer celles des douze racines qui sont égales à p ~t~' 
p —^r p —^! p — -|j il suffit d'observer qu'en parcourant dans le 
sens direct le rectangle dont les sommets sont les points o, m,, 
(0, + (O3, (03, o, on rencontre successivement les points o, —t^j 
5-j-^> (Oi , . . ., (O3, ^-i — T-^> o, et que, comme dans ce parcours 
pu varie de +co à — co par valeurs décroissantes, on a 
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en posant, pour abréger, 

Les liuil antres racines sont imaginaires; on peut les discerner 
aisément les unes des autres en tenant compte des valeurs des 
quatre racines que nous venons d'écrire, et en appliquanile théo- 
rème d'addition. 



§ VII. -- Division de l'argument. 

71S. Le proLlèrae de la division de l'argument pour un nombre 
entier n consiste, pour la fonction pu, k calculer p(-; g-i, gi) 
quand on se donne p{u; g^, gs). Ce problème a été entièrement 
résolu pour « =; 2 par la formule {XVI, ); il ne dépend que d'é- 
quations du second degré. Il suffirait, pour le résondre dans toute 
sa généralité, de le résoudre complètement pour h premier impair; 
nous nous attacherons au cas où /t =^ 5 ; la marche à suivre est la 
même dans le cas général. 

Pour n^ 5, le problème dépend d'une équation de degré 5^., 

dont les racines sont les diverses valeurs de p( ' ~'~ — ^ — -U 

La formtile (CIVa), en y changeant u en -^t permet Immédiate- 
ment de former celte équation, et l'on voit de suite que ses coeffi- 
cients appartiennent au corps Q formé par les fonctions ration- 
nelles de ^2, ^3 à coefficients entiers. Elle y est irréductible, mais 
sa résolution peut se ramener à des résolutions d'équations du 
sixième el du cinquième degré, ces dernières étant résolubles par 
radicauK. Pour le faire voir, nous étudierons d'abord les transfor- 
mations inverses de la fonction pu, nous montrerons que ces 
transformations se ramènent à la résolution de telles équations, 
puis nous mettrons en évidence que le problème de la division de 
l'argument se ramène à deux transformations inverses successives. 

716. Supposonsd'abord que l'o use donne piit -r^i 0)3! et les in- 
variants correspondants G;, Gj, el proposons-nous de calculer la 
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valeur correspondante de p{u \ (O), w^). Nous commencerons par 
calculer les invariants ^2, ^3 de cette fonction an moyen de G;, G3, 
comme on l'a indiqué au n" 703; nous devrons ensuite résoudre 
par rapport à p« l'équation du cinquième degré en pu, 

,(.;^,„.)=pco+,.(.+îfi)-H,(»+^) 

dont les coefficients sont des fonctions rationnelles, à coefficients 
entiers, de J>(« -t^> ^a j , Ga, G.3, Pj, oii P, est lie à G3, Gj par l'é- 
quation du sixième degré que l'on a appris à former au n"705. 
Cette équation (quand on regarde F, comme connu) peut être ré- 
solue par radicaux ('}; ses racines sont, en effet, manifestement 

^. = p("-^)' (/■ = o, I, .., 3, 4); 

si donc on désigne par œ une racine primitive de l'équation 
x'^ — 1^0, on voit de suite que l'expression 

où jD est l'un des nombres o, i, a, 3, 4, ne change pas quand on 
augmente u de — '> ou que l'on fait une permutation circulaire 
sur .^0, x,, œ^, .^3, ^4, car le premier facteur se reproduit, mul- 
tiplié par -— et le second par -— ; il suit de là que Ap est une 
fonction doublement périodique de u, admettant les périodes 
-7-^et2(i>3; on voit de suite que c'est une fonction paire de u; 
c'est donc une fonction rationnelle de ja ( w -r-i Wj 1 ; c'est même 
une fonction e«iiere de jj( u -.-> W3I, car dans le parallélogramme 
des périodes dont les sommets sont o, —^t —r- + 2W3, 20)3, il n'y 
a pas d'autre pôle que le point qui est d'ordre de multiplicité 

(') On (liiiiionlro toutefois que cette éqijiition, en général, n'est pas ybéHenne. 
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a/1 -H a; Àp pourra donc s'exprimer par la méihode de décom- 
posuîon eti éléments simples, on par l'identificalion des coeffi- 
cients des diverses puissances de u, au moyen d'une fonction du 
premier degré de pi «U^, (li^j etdeses dérivées d'ordre pair g 2/>, 
ou par un polynôme en p/uU^-', WjV II est d'ailleurs aisé de 

voir qu'on n'introduit pas, sauf a, d'autre irrationalité que celles 
que l'on a déjà introduites, c'est-à-dire que Ap est un poly- 
nôme en piu V—i 0)3), dont les coefficients sont des polynômes 
en a, P,, Gj, G3 à coefficients numériques rationnels. Les poly- 
nômes Kp étant formés, on voit que l'on a 



a■„ + a-''a;l^-a-*" 



_A;,_ 



équations n^cmbre à membre, on trouve (') 



m (î/Aj- (î/Ai)' {vkï] 



Les autres racines s'obtiennent en remplaçant t/Âl par ses di- 
verses déterminations. L'équation proposée se résout donc par 
radicaux. 

Il est à jîeine utile de dire que le problème qiti consiste à trou- 
ver p((i| W|, ii>i) au moyen de plu (■>,,-;- j se traite exactement 
comme celui dont nous avons développé la solution. 

717. Ceci posé, revenons au calcuidepf p !i)i, (jj^, j, connaissant 
j>(m|w,, M'i). La formule d'homogénéité 



(') Dans le cas général où le nombre 5 est remplacé par le nombre premier 
impair n, il convient d'observer pour cela quo les fonctions cycliques entières de 
pi — — ~ w,, lu, j,où r = 1, s, . . -, - — -— 1 comme les fonctions symétriques des 
mêmes quantités, s'espriraenl rationnellement an moyen de g^, g.^ et de la racine 
correspondante (ici P,) de l'équation du (n + i)i'"' degré dont dépend le pro- 
blème de la division des périodes par n. 
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>nonUe ([ne l'on peut, fegarder comme connue la fonciion 

Connaissant cette dernière fonction, on calculera j> ( ^ w, , -^ J ; 
on a pour cela, d'après ce qui a été dit aiixn"'70o, 716, à résoudre 
une équation du sixième degré qui ne concerne que les constantes 
et une équation du cinquième degré résoluble par radicaux. Âjanl 
obtenu pf ^ w,, -^ )> on calculera jïi ~ oj,, wj) ; il semble qu'on 
ait encore à résoudre une équation du sixième degré, mais on 
évite cette résoin lion puisque l'on connaît à la fois les invariants 
de j)f 7 ti)|, -^ 1 et ceus de jai ^ W), (Ua J, qui sont les données 
gi, gsl on n'a donc qu'à résoudre (par radicaux) une nouvelle 
équation du cinquième degré, 

718. Des considérations analogues s'appliquent à la division 
de l'argument pour la fonction sa u ; le calcul de sn f - 1 1 connais- 
sant sn«, est entièrement résolu pour n = 2 par les formules du 
n" 334; il se ramène, pour n premier impair quelconque, à deux 
transformations inverses de la fonction sn«. 

Si, dans la formule (LXXXVII,), on regarde sn(«]T) comme 
l'inconnue et sn f j, «x\ comme donnée, l'équation 



va 



n. 



est du degré n en su u. Désignons par Qo le corps formé des fonc- 
tions rationnelles de a{T), ^(n-), à coefficients entiers; on rap- 
pelle que ç>(t), <f (it) sont liées entre elles par l'équation modu- 
laire, de degré n ■+- 1 par rapport à chacune de ces deux quantités. 
Les fonctions symétriques entières des quantités sn-a,., o qui 
figurent dans l'équation (LXXXVli[4) appartiennent, ainsi que M, 
à ce corps. La fonction 'f ('i'^) doit être regardée comme donnée 
en même temps que la fonction sn/ r| «t j, et c'est par rapport 
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à œ(x) que l'éqnation modulaire doit d'abord être résolue; puis 
l'équation (LXXXVII.i) doit être résolue par rapport à sn(H |t) : 
en se reportant à l'éqiiatîon (LXXXVllf), on voit que les racines 
de l'équation en sn ( h | t) sont de la forme 



>^ ■.(■'-?) <^ 



■0 



et il n'est pas difficile d'en conclure qu'elles s'obtiennent encore 
par l'extraction d'une racine «'*""'. 

Le multiplicateur M est donné par la dernière des formules 
(LXXXVI5); cette formule, en y remplaçant sn par son expres- 
sion (LXXIo) au moyen des fonctions 3, donne de suite 



(::)■ 



en utilisant ensuite les formules (LI2), (X.XXVI2), on arrive sans 
peine à l'expression 



(0 



^^(0J«T)' 



cette formule met bien en évidence la façon dont M dépend de t. 
Le problème qui consiste à trouver sn(ri|T), connaissant 
sn(-^ -] elio(-\, se résoudra de même au moyen des formules 
(LXXXtX,), après que l'on aura calculé 'f(-z) au moyen de l'é- 
quation modulaire du degré ?i + i, qui lie cp(T) et y ( - \ • Au moyen 
des formules (LXXXVIII,), {LII3), etc., on trouvera aussi 



^K°|y 



Ceci posé, connaissant sn((j[T), on commencera par calculer 
snfmM -]; où l'on a écrit, pour abréger, m pour désigner le 
mulliplicateur M dans lequel on aurait remplacé t par -'- ; c'est le 
problème de transformation inverse dont nous venons de parler. 
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fl Ciige d'abord la résoiution par rapport à fi--) do réquaLion 
modulaire de degré n -+- 1 entre «(t) el ^f - )> puis ia résolution, 
possible par radicanx, d'une équation de degré n en sn ( mu - ) • 
Gonnaissanl snf mii - )> on calculera sti(^mm'u\-z), où l'on a 
écrit m' au lien de M; ce problème se résout au moyen de l'équa- 
tion (LXXXIX4) et peut être effectué par radicaux. Comme, 
d'après les formules (1) et (a), on a 



on a ainsi obtenu sn f - | t j et le problème de la division de I 
gument est résolu pour la fonction sn. 



§ VIII. — Multiplication complexe. 

710. Quel que soit le nombre entier ,1 que l'on envisage, la 
fonction p(iiu) s'exprime rationnellement (n" 460) au moyen 
de pu, en sorte que les périodes de p« sont des périodes de p(nK), 
Si un nombre complexe |A, pour un couple de périodes données 
2(!)(, 2(û3, jouit de la même propriété, en sorte que les périodes 
dep(H|W),w3) soient des périodes de p(^((| w,, W3), on dit 
qu'il y a une multiplication complexe de la fonction pu par le 
nombre \t., poiir le couple de périodes ztD,, awj. 

Soit jJL un tel nombre complexe et désignons par i(«) la fonc- 
tion fi([j.«| Wi, W3); puisque •^{u) admet les périodes aw,, awj, 
^(m) est une fonction rationnelle de p(H j w, , U3), j)'(« | w,, Ua); 
i(i(), étant une fonction paire de «,cst donc une fonction ration- 
nelle de p{ u\bi,, W3) seulement, 

720, Puisque les périodes de la fonction p{u \ o), , lo^) sont des 
périodes de la fonction p(p« j (01,(03), il est clair que2|/0Ji, ajtws 
sont des périodes de la fonction j3(« |(jJi, w^); on doit donc avoir, 
eu désignant par a, P, -(, 3 des entiers réels tels que aS — Py soit 
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différenl de zéro, des relalions de la forme 

Réciproquement, des relations de cette forme montrent évi- 
demment que la fonction p([j.((j(i)|, Wj) admet les périodes 2 0(, 
20)3, et que, par conséquent, il j a, en vertu de la définition, mul- 
tiplication complexe par le nombre complexe [a, pour le couple 
de périodes 210,, 2(03. 

Les égalités (1) peuvent s'écrire 



il y a donc transformation entre les deux fonctions jî(;(| u,, Wj) 
et jï(«]Q,,03), et l'on voit encore de celte façon que p((( | 0, , tî») 
ou w.^p(^H I W), wa) est une fonction rationnelle de p(«j W), wj). 
Les équations (1) étant homogènes en u,, to^, il est clair que, 
s'il y a multiplication complexe par [j., pour le couple de périodes 
awi, 2«3, il y aura aussi multiplication complexe par le même 
nombre [i, pour le couple de périodes 2)>Wi, aî-toa, quel que soit ^; 
on parlera donc de multiplication complexe par p. et pour un rap- 
port de périodes t. 

En résumé, la condition nécessaire et suffisante pour qu'il y 
ait multiplication complexe pour-v et par |a (t et ij. étant des 
nombres complexes donnés) est que les équations 

soient vérifiées pour quatre entiers a, p, y, o. 

On observera que p, y et aS — ^y sont nécessairement diffé- 
rents de zéro. On peiit supposer ^ positif, quitte à changer le 
signe des cinq quantités a, p, y, 8, [j.. 

721. Des conditions (2) il résulte immédiatement que, s'il y a 
multiplication complexe par ix et pour -7, il y a aussi multiplica- 
tion complexe par tout nombre de la forme «+ i|j,, où cf et ^ 
sont des entiers réels quelconques. 
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rs retrouver ce résulta 











t pat- le raisonnement 



D'après la formule d'addition de la fonction p, TexpressioD 
p{au-^ bail) est une fonction rationnelle de p{au), p(^[^") 
et du produit p'{aii).p'(b]i.u); mais p(|J-") est, par hypothèse, 
une fonction rationnelle de pu, en sorte que p'(^H) est le pro- 
duit, par jî'«, d'une fonction rationnelle de pu; donc, comme 
p'{au) est le produit de p' u par une fonction rationnelle de pw, 
et que p'(è[j^«) est le produit de p'([ii() par une fonction ration- 
nelle de p(jA m), l'expression p'(au).p'(bii.u) s'exprimera par une 
fonction rationnelle de pw seulement; il eu est donc de même de 
P(«" + ^^")- 

722. Des équations (a), on déduit 



si donc, en désignant par p le plus commun diviseur des valeurs 
absolues des nombres — y, a — 3, p, on pose 



on définit trois nombres entiers a. b, c jouissant des propriétés 
suivantes : a elc sont différents de zéro; c est positif; on a 

comme i n'est pas réel, on a nécessairement 

r/ est donc positif. Si l'on pose 

et, par suite, 



y Google 



APPLICATIONS A L'AI.GÈBRE KT A L'ARlïH.llÉ'riQUE. 

OÙ le radical est pris, comme dans ce (\in suit, avec sa dctcrir 



lion arithmétique. On observera que le nombre entier 
norme Au nombre complexe ^. 

723. Inversemenl, supposons qu'on se donne les entiers a, b, c, 
tels que ^ac — b^ ^= m soit positif, et les nombres entiers p, p,, 
dont le premier est positif, et tels que p, d: ba soit pair ; les ex- 
pressions précédemment écrites de a, p, y, S an moyen de a, b, 
c, p, a, définissent une multiplication complexe par le nombre 



pour la racine de l'équation 



dont la partie purement imaginaire est positive, ainsi qu'on le voi t 
de suite en retournant les raisonnements prcccdents. 

724. Au lieu du multiplicateur ;j. on peut introduire, pour le 
même t, le multiplicateur 

£ étant égal à o ou à i, suivant que è est pair ou impair; jy-cst lié 
à M par la relation 

^_pM = a — p, 

où — — est manifestement entier. Le fait que M est un multipli- 
cateur complexe, pour t, résulte, d'après les équations (y), de ce 
que l'on a 



ainsi qu'il est aisé de Se vérifier. D'ailleurs, de ce que M est un 
multiplicateur pour x et de l'expression de [l au moyen de M, il 
résulte que p; est, comme on le sait déjà, un multiplicateur poiir-;. 

7âo. Si T. est lié à T par une substitution linéaire t, = '- — 5-1 
à déterminant aô — [iy égal à i, il existera une multiplication 
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complexe pour t, avec le même muUiplicaLeur ^ 
fiera évidemment une équation du second degré 



où 4«iC) — ft, est égal au produit de 4'2c — b"^ parle carré du dé- 
terminant de substitution qui est i, en sorte que b et />, sont de 
la même parité et que les quantités m,, ^^, analogues à m, £, sont 
respectivement égales à ces dernières. Rappelons d'ailleurs que 

J(^)^J(tO. 



726. Supposons toujours qu'il y ait mnltiplicatic 
pour-r. Des équations (2) il résulte que l'on a 



utre part, quel que soit t, les 



; que prend la fonc- 



tion Jf -t ^ \ quand a, p, y, S prennent toutes les valeurs en- 
tières possibles telles que l'on ait aS — p^^ "l 'î étant un nombre 
entier positif donné, vérifient une équation algébrique 

où l'on a écrit J au lieu de ■T(~); puisqu'ily a multiplicfition com- 
plexe, J vérifiera donc l'équation F{J, J) = 0. Ainsi chaque inva- 
riant absolu qui correspond à une valeur de t pour laquelle il y a 
multiplication complexe, vérifie une équation algébrique à coeffi- 
cients entiers {'), 

Kronecker a appelé ces invariants absolus particuliers : les in- 
variants singuliers. Il a de même appelé modules singuliers les 
valeurs de k^ (t), qui correspondent aux valeurs de •: pour les- 
quelles il y a multiplication complexe. 
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727. La théorie de la multiplication complexe esi liée à l'Arith- 
métique. On sait que deux formes quadratiques définies, à coeffi- 
cients entiers, 

sont dites (proprement) équivalentes quand on peut passer de 
l'une à l'autre par une siibsti-tution à coefficients entiers 

x' = ax-^ pj-, y = -fa--[-Sj-, 

dont le déterminant a?- — ■ jBy est égal à i. On a alors 

et 6'-— 4*5;' t' est égal à 6^ — 4«c. Aux formes précédentes sont 
liées naturellement les équations 



Si l'on désigne par -ï, t' les racines de ces éqnations pour lesquelles 
le coefficient de ; est positif, si l'on pose, comme précédemment, 

^ M = — : -H i /iac — 6^ -i M' = - s' -i- i. sj \a~c'^^l7'\ 

en désignant toujours par s, e' des quantités égales à o ou à [ et 
de même parité que b, b', on voit que, quand les deux formes / 
et /' sont équivalentes, M est égal à M'. En supposant toujours 
l'équivalence des deux formes, on peut passer de ■;; à t' par une 
substitution linéaire (de déterminant égal à i), en sorte que J{t) 
est égal à J(t;')- 

Inversement, s'il y a multiplication complexe pour t et -z, et si 
l'on a J (t) = J (V), d'une part -z et t' vérifient des équallons de la 
forme 

où l'on peut supposer que les nombres entiers a, b, c sont sans 
diviseur commun, de même que a' , b' , d et que c et é sont posi- 
tifs; d'autre part, à cause de J('7) = J(-c'),il existera des entiers et, 
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fi, f, 3 tels que l'on ait 

i\ en résulte iL|ue l' équation 

a les mêmes racines que l'équation 

Il est bien aisé d'en eonclnre qne, si Ton suppose 

les deux premiers membres sont identiques, d'où résultent immé- 
diatement les équations (3) et, par suite, l'équivalence des deux 
formes envisagées. On voit d'ailleurs aussi que M = M'. 

Il suit de là que l'égalité J(T)^J(t') est la condition nécessaire 
et suffisante pour que les deux formes 

ax^ -+- bxj^ ■+■ cy-, a! x"' -\- b'y"^ -+- c'z''^ 

soient équivalentes. Si l'on range dans une même classe les formes 
équivalentes, on voit que la recherche du nombre de classes pour 
un déterminant b^ — ^ac<io donné revient à la recherche du 
degré de l'équation F{J, J) = o. 



I IX. — Décomposition d'un nombre entier en une somme 
de quatre carrés. 

728. La comparaison des différents développements en série 
d'une même quantité, que fournil la théorie des fonctions ellip- 
tiques, conduit souvent à des propositions intéressantes d'Arith- 
métique. 

Signalons, d'après Jacobi { ' ), le théorème sur la décomposition 
en carrés. Il va résulter de l'identification des deux développe- 



ts complètes, t. I, p. aSg (fin des Fundamenta) et p. 2\-; 
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l'algèbre et a l'aritumétiquiî. 
ments (XXXVI, ,) el (GX,) 



où V ^ 1 , 3, 5, 7, . . . . Considérons d'abord le premier de 
deux développements. 

On reconnaît de snile, à cause de l'îdentitc 



I1»""E ''"'"=21 '"'"'■' 

que, si l'on ordonne lo carré de Z. *?"' suivant les puissances en- 

lières de ç, le coefficient de (/^" sera le nombre de solutions de 
l'éqaation 

de même, dans le cube et la quatrième puissance de T^'y"', le 
coefficient de g^ sera le nombre de solutions de l'équation 

ou de l'éqnation 

Cberchons maintenant le coefficient de q" dans les deux séries 

Soit 

N = i--p, 

p étant un nombre entier positif impair, et considérons le cas 
où r est plus grand que zéro. Pour que 2 v{a -+■ i) soît égal à a'"/», 
il faut et il suffit que v soit un diviseur de /» ; à chacun de ces 
diviseurs correspond un terme en q^ dans le premier développe- 
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ment; le coefficienL de i^^ dans ce premier développement sera 
donc ']'(/>), en désignant par '^{p) la somme des diviseurs de p. 
Si l'on a 

n dcvia avoir la forme ^Pd, d étant an diviseur do p qni peut 
d'ailleurs être égal à i ou à p, et p un entier qui peut èlrc nul, 
inférieur ou égal à /■. Inversement, si n est de cette forme, en 
supposant dd' =p, il y aura un nombre 



qui rendra n(p -H i) égal à '2''p. 

Si p est inférieur à /■, p est impair; le terme du second déve- 
loppement qni correspond aux nombres d el a est ainsi — zPd; 
la somme de ces termes qui correspondent à «ne même valeur 
de d est 

-.■r^^.p =-./(. ■■-■), 

et la somme de tous ces termes qni correspondent à une même 
valeur de p est donc 

Si p est égal à r, p est pair; !c terme du second développement 
qui correspond aux deux nombres <;( et p ;= ï- est a'rf ; la somme 
de ceux de ces termes qui correspondent à une même valeur de/» 
est 3''A(/')- 

Finalement, le coefficient de f^^, dans la somme 






en supposant /■ >■ o. Pour ;■ ^^ o, on voit de même que ce coef- 
ficient est '}'(/>). 

On voit donc que le nombre de solutions distinctes, en nombres 
entiers positifs nuls ou négatifs, de l'équation 
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esl 24 '{'{/') oi^ ^'!'{p)) suivant que r est différent de zéro ou égal 
à zéro. Il faut entendre que les solutions n, n', n", n'" et n, , n\ , 
«î, n"l sont distinctes si l'on n'a pas à la fois n = n,, n' ^ n\, 
n" =: n\, n'" = n". 

Non seulement on a ainsi démontré la possibilité de décom- 
poser en quatre carrés un nombre entier quelconque, mais on a 
le nombre de ces décompositions. 

L'identilé (XXXVIa) 

traitée d'une façon analogue, conduit à la proposition suivante : 

Le nombre des décompositions en quatre carrés quelconques 
d'un entier impair est égal à huit fois le nombre des décompo- 
sitions du quadruple de cet entier en une somme de quatre carrés 
dont les racines sont des nombres tous impairs et positifs ('). 



ïédigé par M, Andoyeu, ■ 
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NOTE 1. 

Sur la fonction de ■/. définie par l'égalité 



X(«) 
théorème de M. Picard. 



On a expliqué au Chapitre VII comment 7 est une fonction uni- 
voque de '. dans le plan E obtenu en pratiquant dans le plan de la 
variable k deux coupures allant le long de l'axe des quantités réelles, 
l'une de o à — oo, l'autre de i à +ao. En dehors des coupures la défi- 
nition de ■: n'offre aucune difficulté; nous avons expliqué au n" 515 
comment, au moyen des formules (CXX), on pouvait compléter cette 
définition sur le bord supérieur de la coupure de droite et sur le bord 
inférieur de la coupure de gauche ; rien n'empêche, en distinguant 
les deux bords de chaque coupure, d'adopter «ne définition sem- 
blable sur le bord inférieur de la coupure de droite et sur le bord 
supérieur de la coupure de gauche; la fonction --y^r^ est alors 
définie dans toutleplan E, j compris les bords des coupures, sur les- 
quels la fonction prend des valeurs infiniment voisines de celles qu'elle 
prend en un point infiniment voisin de la région du plan à laquelle ap- 
partient le bord considéré et ces valeurs sont fournies sans ambiguïté 
aucune par les formules (CXXj). C'est seulement au\ points o, i que 
la fonction n'est pas définie. Nous représenterons les bords de ces 
coupures par des parallèles infiniment voisines Ss, S's', -/tj', y^i en 
regardant h, i'"^' comme appartenant à la région supérieure du plan, 
S'e', fi comme appartenant à la région inférieure; nous relierons ces 
coupures par des cercles infiniment petits SKû',Ypf ' décrits respective- 
ment des points i et o comme centres (les points a, p sont supposés 
sur l'axe des quantités réelles); enfin, nous décrirons, du point o 
comme centre, un cercle de rayon infiniment grand qui rencontre 
les coupures aux points e, e', t,, ïj' infiniment éloignés. II est clair 
que le contour aSeïi'-f'pYvjs'S'a limite une région (S) simplement 
connexe dans le plan S. Notre but est de montrer comment se fait 
dan; le plan de la variable ■:, lié à k par la formule 



y Google 



ÏOTE I. ~ FONCTIONS DE K ET THÊORÈMK DE M. PICARD. 265 

l'image du contour de (S) parcouru dans le sens direct. Les for- 
mules (CXX) y suffiseût entièrement. Nous représenterons systéma- 
tiquement par (a) le point du plan des •: qui correspond au point a 
du plan des k. 

L'image cherchée est figurée schémaliqueioent ci-dessous : 



^^«cf= 



(Y) 



fF 



13 quantités purement imagi- 
md très haut. L'aire à droite 



Les points (a) et (p) sont sur 
naires, le premier très près de c 
de la ligne ponctuée est l'image de l'aire de (S) qui est au-dessus de 
l'axe des quantités réelles, l'aire à gauche est l'image de l'aire de (S) 
qui est au-dessous de l'axe des quantités réelles : deus points y. 
d'affîses conjuguées ont pour images des points { /.) symétriques par 
rapport à l'axe des quantités purement imaginaires. 

Il nous faut justifier les diverses parties de cette figure. Supposons 
d'ahord que x décrive le petit cercle 7'pf i 1^^ formules {CXXj_3) 
montrent de suite que, y. étant très petit en valeur absolue, on a 






- !ogalog(i 



/.)-^ 



'■">■. 



en sorte q 
déterminât 



; est sensiblement ■ logK, 

principale. Si l'on pose pour 



n partant d'une valeur un 



V. décrivant le petit cercle f'P'f ~ '^'^ 
peu inférieure à i pour aboutir à une valeur un peu supérieure à — i ; 
le point T ou [v.) décrit donc, appros-imalivemenl, le segment de 
droite parallèle à l'ase des quantités réelles, qui va du point(-f') ou 

=-£- -i-i au point (7) ou °-J^ — 1. 
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La figure décrite par le point t quand •/. décrit le petit cercle ô'ao 
se déduit de la précédente par la formule /(z) ^ - _ ■ Le point 
1 — A décrit alors, en effet, le cercle ■(' 3-f , donc /( i — x ) décrit ap- 
proximativement le segment rectiligue qui va de {y') à (f ) ; /(y-) 
décrit donc approximativement un arc de cercle de centre o allant de 
(B') à (S), arc de cercle correspondant évidemment à uu angle au 
centre infiniment petit. 

Si K décrit le bord supérieur Se de la coupure de droite, on peut 
regarder v. comme prenant des valeurs réelles de i à -Hoo; - varie 
alors de I ào,/(-J s'élève donc sur l'axe des quantités purement 
imaginaires d'un point très voisin de o à un point très éloigné ; de la 
formule /(^) = i—Vu) °" "i^duil, par suite, que le point /(x) 
décrit dans la région supérieure du plan, le demi-cercle qui a pour 
diamètre le segment qui va du point o au point i, ou plutôt du 
point (S) au point (e), puisque y. ne va que de B à s. 

Quand le point x décrit la coupure S' s' symétrique de Bs par rap- 
port à l'axe des quantités réelles, le point /(x) décrit le demi-cercle 
symétrique du précédent par rapport à l'axe des quantités purement 
imaginaires. Quand y, décrit le demi-gi'and cercle eïi' dans la région 

supérieure du plan, - décrit le demi-petit cercle ^-f, /(r) décrit 
approximativement le segment rectilignc qui va de (P) à (-[) ; donc, 
enfin, 

décrit un arc de cercle infiniment petit de (e) à (t)') dans le voisi- 
nage de I, 

Quand le point y. décrit le bord supérieur t/-;' de la coupure de 
gauche, en allant de — œ à o, le point i — /. décrit le bord inférieur 
e'S' de la coupure de droite de -\-co à i, — ■ ; - , décrit donc le demi- 
cercle (e') (B') et -z ^/(k), la parallèle menée du point i à l'axe des 
quantités purement imaginaires à partir de (r^') infiniment voisin 
de (s) et de [, jusqu'à un point (-;') infiniment éloigné au-dessus de 
l'axe des quantités réelles. 

En réunissant toutes ces parties, on a l'image complète. L'aire (S) 
et son image se correspondent, point par point, d'une façon «nivoque. 
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On peut si l'on veut supprimer les arcs infiniment petits ainsi que 
le côté (^^{ï) infiniment éloigné vers le haut; on a alors le théorème 
suivant i 

Si dans le plan des v. on pratique deux coupures allant de i à 
+ 00 et de o à — 00 le long de l'axe des quantités réelles, et si l'on 
regarde le bord supérieur ou inférieur de chaque coupure comme 
faisant partie de la région supérieure ou inférieure, , le plan des x 
ainsi coupé, par la transformation conforme t ^^ - ■ > a pour 
image la partie du plan des -c limitée : i" en bas par les demi-cercles 
situés au-dessus de l'axe des quantités réelles, et ayant pour dia- 
mètres les segments de droite allant de — i à o ei de o à -i- i, 
2° ri droite et à gauche par les parallèles menées par les points 
+ I eî — I à V axe des quantités purement imaginaires . Les deux 
demi-cercles sont les images des bords inférieur et supérieur de 
la coupure de droite; les deux parallèles sont les images des bords 
supérieur et inférieur de la coupure de gauche. 

Quand on traverse la coupure de gauche et qu'on remplace x' (x), 
x(x) par les fonctions qui les continuent, la fonction qui continue t est, 
comme on l'a vu {t. III, p. 209}, t: ± 2 suivant que l'on traverse la 
coupure de haut en bas ou de bas en haut. De même quand on tra- 
verse la coupure de droite, la fonction qui continue t est _ ■-■, sui- 
vantque l'on traverse la coupure de bas en haut ou de haut en bas. 
On reconnaît très aisément quelles images du plan des x, coupé comme 
on Ta expliqué, fournissent les transformations conformes correspoii- 

danl à ces nouvelles branches de la fonction t ^ - , - -- ■ 
X(x) 

Si nous envisageons la fonction t ::=^(k), définie en un point x, non 
situé sur les coupures, ainsi qu'aux environs de x,, et obtenue par con- 
tinuation le long d'une courbe quelconque, pouvant traverser les cou- 
pures, mais non les points ou i, nous savons que cette fonction est 
holomorphe à l'intérieurde tout contour simple entourant le point /„ 
et ne contenant ni le point o, ni le point 1. Dans une aire contenant 
l'un ou l'autre de ces points singuliers, la fonction /(x) est suscep- 
tible d'une infinité de déterminations, mais toutes les branches de 
celte fonction que l'on engendre en tournant autour de l'un ou de 
l'autre des points singuliers a, i sont toujours régulières eu un point 
quelconque du plan autre que o et i. En outre, le coefficient de (', 
pour une valeur quelconque de/(x), est toujours positif. 

Ces propriétés de la fonction /(x) ont permis à M. E. Picard 
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d'établir une proposition importante concernanl les fonctions entières 
(iranscendantes ou non) et que voici (') : 

S'il existe deux nombres a, b, tels que la fonction entière g{^) ne 
puisse acquérir, pour aucune valeur finie de z, ni la valeur «, ni la 
valeur h, cette fonction est une constante. 

Si la fonction entière g{s') ne prend ni la valeur n, ni la valeur b, 

la fonction, aussi entière, — ^^ ne prendra ni la valeur o ni la 

valeur i. Il suffira donc de démonlrerqu'une fonction entière 5"(:) 
qui ne prend ni la valeur o, ni la valeur i , est une constante. 

Dans la fonction ^^^/(k) précédemment déSnie, regardons n 
comme étant égal k g(z')\ noua obtenons ainsi une fonction de s que 
nous désignerons par F(î) et qui (n'* 19) est régulière pour toute 
valeur j^u de s, puisque x n'est jamais égal ni à o, ni à i. La série 
entière en = — s^ qui représente la fonction F(s ) ans. environs de So 
ne peut avoir un rayon de convergence fini (n" 55); la fonction F(3) 
peut donc être représentée par une série entière en z — ^o (ou en 5), 
convergente quel que soit z ; c'est une fonction entière. 

Si, d'ailleurs, on pose F{3) =;a + i'b, a et it étant réels, on est sur 
que B est positif, quel que soit z\ or on a 



la valeur absolue de la fonction entière e''''^' étant plus petite que 1 , 
quel que soit z, celte fonction est une constante ; il en est donc de 
même de F(3), et, par suite, de ^(s)- C'est ce qu'il fallait dé- 



( ' ) Annales de l'École Normale supérieure, 1880. Cette proposition, généra- 
lisée tout d'abord par l'auteur lui-même, a reçu, grSce aux beaux travaux de 
M. Borel (Leçons sur les /onclions entières, 1900), une es 
Nous n'avons en vue que la démonstration même do M. Pic 
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NOTE 2. 

Sur les suites arithmético- géométrique s de Gauss. 

En partant de deux nomhres positifs quelconques «0, /i„, dont U 
premier «„ sera supposé plus grand que le second bu, considérons II 
double suite indéiiuie 

ba, b„ 6î, ..,, &„-,, b,i, ..., 
obtenue en supposant, en généial, 

(I) «,.= °^-'-^-!-', 6„=v/il75;i; (,..,,,,3,...,, 

OÙ l'on doit entendre, comme dans ce qui suit, que le radical a s 
détermination arithmétique. 
On voit de suite que Ton a 



a,,— i, 






la dernière inégalité résultant de ce que l'on a 

Les formules précédentes montrent que l'on a 

(ï« > b„, a„ < «„-,, b„ > &„_., ; 

les nombres a,, rti, «2» ■■■ vont donc en décroissant; les nombres ^oi 
fc,, bj, ... vont en croissant; les nombres 6,,, by, b^, ... restent in- 
férieurs aux. nombres «„, «i, a^, ... de même indice; les deux suites 
ont donc une limite ; cette limite est la même à cause de l'inégalité 

qui résulte inivnédiatement de l'Inégalité (a). On voit sur l'iaéga- 
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lité (3) (jue les deux suites convergenl 1res rapidement vers leur 
Si l'on pose 

il est clair que l'on aura 

au reste, on reconnaît sans peine que l'on a 

Gauss a appelé la limite commune des deus suites «„, «1, ... et 
bo, b,, ... la moyenne arithmético-géométrique des deux nombres 
positifs donnés a,,, b^, et l'a représentée {') par le symbole [i. On a 
manifestcmeul, quel que soit le nombre positif h, 

[tiliati, hbn'j — h\i.(aabi,). 

Propobons-nous d'évaluer la moyenne arithraético-gconaétrique des 
deux nombres positifs 

<.. = a'(oi«), t. = 3!(oi,), 

oii 4 est un nombre donné réel et positif, en sorte que g =r. if-^' es 
réel, positif et plus petit que i, et que a„ > 60 > o. On a iramédia 
tement (XXXVIO 

puis (XLVUO, 

6,= l/SA = 3.(o|^)3,Co|<)-Si(ol«), 

c, =°^-;[3|(i>|T)-3i(ol,)l=9i(o|«), 



, en repelant le me 

«„ = &Ko|V'^), /.„ = SU"I^"^), c„ = 3^(01 a"T). 



(') Werks, t. m, p. lai;voi 
Gauss emploie le symbole M a 
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Quand m croît indéfiiiimenl, c-"™' ^ ij"-" tend vers zéro, donc a„ cl 
b„ tendent vers i ; nous aurons donc 

,^[S^(o|T),3KoÎT)J = r. 
Le cliangement de t en — -, dans cette formule, donne (SLUlnju) 

et. par suite, 



Ceci posé, appliquons les formules de transformation quadratique 
de Gauss, en nous rappelant que \ y désigne le module correspondant 
à une valeur de t égale à la moitié de celle qui correspond au mo- 
dule k, et que l'on peut donc poser simultanément (XXXVlI.-a) dans 
les formules (LXXXIV), en y changeant, toutefois, t en 2 1, 



S^ 


(ok; 




>- 


" «0 


= 


3-? 


(0!-) 




(o|-î: 




(Oi') 


^% 


(oh' 


t) _ Ci 


A'-. 


_ bi 


= 


2r| 


(0 1 2Z) 


^l 


[fiVi- 


'^î 


(0\^T) 



Si Ton désigne par % et 0^ les fonctions amplitudes, comprises 
a formule (LXXXIV,) fournit la relation 



que l'on peut 

(0 



(«u+io)cos^ao-l-20osin-iDo' 
cette forme que Gauss en a fait usage ('). 
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déduit, d'ailleurs, par inversion, 

" j. i,/.-i>siu.,r .-Ht ,/. 1/— 

sorte f|ue l'équalion (i) est équivalente àeelle-ci 

, . '/•*• dl ■/■''■ d 

' J, l,/aiee,.. + 6.sin.,l"" j. [ i/ÏÛS^T 



De même, les deux relat 



(ibis) 'f t;; ^ '/■■" ^ t^f 

sont équivalentes quel que soil 7t =; o, i, 2, 3, . . . . 

Ces formules permelleat de ramener le calcul d'une intégrale ellip- 
tique quelconque de première espèce, mise sous la forme normale de 
Legendre, et dont lemoduleestréelet compris entre o et i, au calcul 
d'une intégrale du même type ayant un module positif plus petit 
qu'un nombre positif aussi petit que l'on veut. Si, en effet, 



i: 



{ |,'.Jco,.. + l,J,in--l 
est i'inlégrale donnée, à module — j la formule (t bis) montre qu'elle 



l/„îeos.! + 4îsin"i[ 



à module — moindre que — ) et où ^j s'exprime au moyen de 'î'o pai- 

la formule (i). En prenant ensuite ^-i =; f "lins la formule (2 bis) 
écrite pour n:^2, on voit de même que l'intégrale donnée est égale 
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à l'intégrale 

à module — moindre que ~i et où ç, s'exprime au moj'eu de '\i,^f„ 
par la formule (a) écrite pour /i ;:^ i . Et ainsi de proche en proche, 
en appliquant les formules (2) successivement pour « =: 2, 3, .... et 
en prenant chaque fois 4'i^?i-ii on voit que l'on a pour tout 
indice n, 



J, |v'„.oo..,H.iS,i„i,| j. 



ç,, s'exprimant au moyen de 4'o par la cliaine d'équations du second 
degré (en sin^.,) 

Of, par un choit convenable de ii, on peut toujours s'arranger de 
façon que le module positif — de la dernière intégrale soit plus petit 
qu'un nombre positif donné à l'avance aussi petit que l'on veut. Le 
théorème annoucé est donc démontré. 

En particulier, si l'on a à calculer pour un module quelconque 
donné, compris entre o et i, la valeur de l'intégrale complète de pre- 
mière espèce de Legendre 






voit que ce calcul revient à celui de l'intégi 



'r ^ ^_rfi 



qui lui est égale, quel que soit le chois que l'on fasse de l'indice «, 
et pour laquelle le module peut être rendu aussi petit que l'on veut. 



y Google 



FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



NOTE 3. 

Sur les covariants H et T d'une forme biquadratique R, 
Toute forme bioaire biquadratique 

Hclmei, outre sou hessien (t, IV, p-70) 

un second covariant T que l'on peut défiiiir par l'uue ou l'autre des 
égalités (') équivalentes 

T r= — I" R(A„33-i-3A,af35H-3Asaia|-HA3 3|) 

— tKa^z^ -f- 3a,3|s2 -1- 3«34i3| + «j^D], 
T =- -[ R(A,35 + 3Aj2?23-t-3A33,3?M-Aiaï) 

De la relation p(2 « - a-h)= "r^/OO]^^ ^^^''''^ ^l'" '^^ ''" ^' '^'^' 
on déduit aisément une relation fondamentale qui lie les deux cova- 
riants H el T aux. deux invariants ^j, g^ et à la forme R elle-même. 

Reprenons les notations 

on aura, d'une part, comme on vient de le rappeler, 



(') La dilïérence des seconds membres, multipliée par - s,;, se prcsenle son? 
la forme RIi - IIR et est donc nulle. Il peut être bon d'observer que l'oti :> 

T- i/'— — ~ ^É^\ 

" S\àz, àzj àz, àz^j 
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E ^. — COVAUIANTS H ET T U'UPiK FORME BIQUADRATIQTJE R. 

'^-^ _ = d(,->.u-a-b) = d{-za), 

— v^iy'—gîy — g's 



(2) 



l/R(s 



^R(3„^,) _v/^y3_^,_j,_^. 



Si dans la relation (2) on remplace 7 par sa valeur tirée de (1), 011 
obtient l'égalité 

sa rf-îi — -3 |tJ3^ B t^H - H (fR 

'' ~/R(3„ 30 ^ v/R(— /iH'-Hé-ïHR-^-é-.K')' 

mais RrfH — HdResl une fonction linéaire et homogène de d^,, dz^ 
dont il est aisé de calculer les coefficients; le coefficient de (/a, est 
2a,T, celui de dz^ est — 2 s,ï ; on a donc 

Z^dZi — El dz^ _ {Z^dzt — 3] c/3î)T 

/R(ii„32) ■~i/R(— 4H^-H^îHR^-^,RS)' 
On en déduit k relation fondamentale ('), due à M. Hermite, 
Tï = - .-1 ÎI3+ é'^HR^ — jf, R^. 



(') M.Weber, JilUpt. Fui 
pour étaHir réaaliL^ (i). 
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NOTE 4. 



3 transformation du second ordre qui relie les deux < 
où les invariants sont réels. 



Nous avons signalé, au n° 612, la transformation qui permet de 
Dasser irime fonction /^ p(w [ Wj, uij) dans laquelle les deux périodes 
!tOi, 2 w; sont imaginaires conjuguées à la fonction 






dans laquelle les deux périodes sont, l'une réelle, l'autre purement 
imaginaire. Il convient d'étudier d'un peu plus près cette transfor- 
mation, en raison du parti qu'on en peut tirer dans les applications. 
Observons d'abord, sans rien supposer sur les périodes aiu,, aw^, 
que la fonction Y peut être regardée comme une fonction doublement 
périodique avec les périodes 2iii,, aua; elle admet alors comme pôles 
doubles, dans le parallélogramme correspondant, les points o el 
ui[ + (Oj; la formule de décomposition en éléments simples fournit 
immédiatement la relation 

0(1 Ton a écrit pH, ouj, au lieu def)(»|w„ to,). 

F_n désignant par E„ E„ E, les valeurs de Y pour h = "îi'Jl^ , ^^, 

'"■■'-"" , ou trouve de suite 
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NOTE k. — TnANSFO«MAT[Oy TU! SECOND ORBUE. 

1 déduit san5 peine les relations 




Si nous nous plaçons maintenant dans le cas oti co,, 0J3 sont des ima- 
ginaires conjuguées, ta partie réelle et le coefficient de i étant positifs 
dans (uj, les quantités e, = A -h B^, e^^^ A. — B; seront des imagi- 
naires conjuguées, ej=;— 'iA sera rée! et B sera positif (n" 565) : 
^e^ — e, , y/fij — e^ sont des imaginaires conjuguées et leur produit 
\/9A*-)-B^ est positif. Les formules précédentes coïncident avec celles 
du n" 612. Les points m et m' sont les points d'intersection (le pre- 
mier à droite, le second à gaucKe) du cercle {e^) décrit du point 6; 
comme centre et passant par les points e,, e^. Si l'on imagine pour 
un moment que la variable Y soit figurée sur le même pian que la 
variable/, on voit que m, m' sont au milieu, le premier de Cj, E,, le 
second de e^, E,, et que le poinl Y, dont l'affixe est liée à celle dvi 
point/ par la relation 

T-..,^-..H- <"-;'M;;~"' . 

peut s'obtenir par la construction suivante : on prend le symétrique 
(n" 559) y, dn poinl y par rapport au cercle (e^), puis le symé- 
Irique /' du point /, par rapport à l'axe des quantités réelles; en se 
rappelant que (e^ — e,) (e^ — Cj) est le carré du rayon du cercle (cj), 
on voit de suite que l'on a 

Y est donc le quatrième sommet du parallélogramme dont y, Cj, /' 
sont trois sommets. Ans deux points /, /' liés par la construction que 
l'on vient de dire, correspond évidemment un même point Y ; l'un des 
points/, /' est à l'extérieur du cercle (ej), l'autre est à l'intérieur. 
Si l'un -des points/, /' est sur le cercle (ej), il en est de même de 
l'autre, et, dans ce cas, le poinl Y est sur l'axe des quantités réelles 
entre e^ et E, ou enlre e, et Ej suivant que la partie réelle de / esl 
positive ou négative. Lorsque / esl un point de l'axe réel, /i et/' sont 
tous deux confondus avec le conjugué harmonique de / par rapport 
aux points m, m' et le point Y est sur l'axe des quantités réelles, à 
droite de E, ou à gauche de Ej, suivant que / et /' sonl à droite ou à 
gauche de ei. Si / croît de e^ à m, ou décroît de -H «> à m, Y décroît 
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de + QO à E] ; de même si y décroît de e^ à m', ou cvoîl de — co à m', 
Y croit de — 00 à E3. Ces diverses remarques se raccordent très faci- 
lement aus. considérations développées aux n"' 594, 595 et dans la 
Note qui termine le Tableau des formules. Le lecteur peut, par 
exemple, se reporter à la figure de la page 164 pour ce qui concerne 
la corvespondance entre le plan des y et le plan des u, défini par la 
relation y=:.pu. 

Remarquons d'abord que les deux points jk, /', qui se correspondent 
par la construction que nous venons d'indiquer, peuvent être regar- 
dés comm.e les images de deux points u, symétriques par rapport an 
point y(wj+ !o,); à ces deux points u dont la somme des af fixes est 
<"a+ ""i correspondent, en effet, deux points y =^p u tl y' rr:^ p {u + 'j)^) , 
en sorte que l'on a 

(J - eî)(/ — Si) = («! — ei)(tfî - ea). 

L'imago du rectangle du plan des u remplit tout le plan des / et con- 
duit au système de coupure figuré à la page i64; l'image du même 
rectangle, en vertu de la Iransformation 



v..(..| 



remplit deux fois le plan des Y. Si l'on sépare ce rectangle en deux 
autres, par la droite qui va de co, à (Uj, droite dont l'image dans fe 
plan des y est l'arc e, mtj du cercle (sj), le rectangle de gauche aura 
son image, dans le plan des y, àl'eictéri'eKr ducercle (ei)- Si le point « 
décrit le contour de ce rectangle, en passant successivement par les 
points O, î("3--''"i); ""n s(""a + <"i)i «>3. i("a — «1). O, le point/ 
se mouvra sur l'axe des quantités réelles de — co à m'; puis, sur le 
cercle (e^) de m' àsi, de ej à m, de m à Sj, de s^ km'; puis, sur l'axe 
des quantités réelles de m' à — 00, en ayant toujours l'aire indéfinie à 
sa gauche; le point correspondant Y ne quittera pas l'axe des quan- 
tités réelles et s'y mouvra de — 00 à Ej, de E, à Ej, de Ei à E,, puis 
reviendra de E, à Ej, de E^ à E3, de Ej à — oo. L'image du rectangle 
de gauche envisagé (dans le plan des u) remplit tout le plan des Y. 

De même, l'image du second rectangle du plan des u, symétrique 
du premier par rapport au point — ^- — -^> se fait à l'intérieur du 
cercle (ej) dans le plan des y, et remplit tout le plan des Y. Si le 
point u décrit le contour de ce rectangle en passant s 
parles points (u,-H uij, i((0[ -i-Sw,), ui,, K'^s + '"1)1 •''11 î('*'8"+" 
[Oj-i- ijj[, le point/ se meut sur l'axe des quantités réelles de e. 
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puis sur le cercle (e.^) de m' à £3, /n, e,, m' pour revenir le long de 
l'axe des quantités réelles de m' à u; le point correspondanl Y décrira 
le même système de coupures que précédemment. 

On n'a dès lors aucune peine, lorsqu'on substitue dans une inté- 
grale définie ff(y)dy, à la variable/, soit la variable Y, soit la 
variable «, à voir comment les chemins d'intégration se corres- 
pondent. 

Au lieu de la transformation Y = jd U I '"^"^^'"' , !^— '), on 
peut employer la transformation 

z=p(«|<.,, -h 0)1,^3-"',); 

c'est alors j= p« qui s'exprime rationnellement au moyen de Z. En 
conservant les mêmes notations, sauf à désigner maintenant par E',, 
E;, E; tes valeurs de Z pour (t— uj + oi,, ato^, w^ — u,, on trouve 
sans peine, par exemple, en se servant de la formule d'homogé- 
néité (III,), 

e; -=-^^1, e; -iEj, E3 =iE3, 

;iits simples, 



lis, par la formule de décc 


)rriposiLion i 


m. 


r = p(»l". + »..».-'' 


• ,) + p(»- 


ji. 


, (e;-e',)(e;-i 

--^-^ rrw, — 


^--1 


T 


, co„li,ma„l de po.cr 






^i^A^B/, 


,, . ,.X 





_(._-£ 



.(iri^)i_--P) 



1 ud point y au moyen du point Z s'elTectuo en se 
servant du cercle (A) décrit du point A :^ E^ =:|^ (e, -+- e^) comme 
centre avec un rayon égal à |B. On prend le symétrique Z, de Z par 
rapport au cercle (A), puis le symétrique 7/ de Z, par rapport à la 
droite qui joint les deux points e,, e^; le point j)/ est le sommet opposé 
au point A d'un parallélogramme dont trois sommets sont A, Z, Z'; 
les deux points Z, Z' fournissent le même point j-. 

T. et M. - IV. <S 
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La transformation précédente peut être commodo quand ou a affaire 
à des valeurs réelles de y; ou observera que le point ii allant en ligne 
droite de o à u, -h iuj, puis de uji + lOj à 2^1,, le point Z va sur l'ase 
des quantités réelles de +00 à E',, puis de E', à A, elle point j, aussi 
sur l'ase des quantités réelles, de + (» à ~ 00. 

Ces résultats melteul en évidence Texisieuce d'une transformation 
rationnelle à coefficients réels œ^—j^ Ë, L, qui transforme 

une différenlielledela forme / — ' oii le polynôme du quatrième 

degré R {x) à coefficients réels admet deux racines réelles et deux 
racines imaginaires en y, en une différentielle de la forme 

r dz 

j v'4(Z-E',)(2-e',)(z-e;)' 

On petit, eneiTel, d'abord changer la différentielle / -, par une 

transformation linéaire en une différentielle de la forme 
dy 



/: 



'/!dy-e,)iy~e._){y- 
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NOTE H. 



Sur le sens de la variation des fonctions S pour des valeurs 
réelles de l'argumeiit dans le cas normal. 

Les résultais établis au n" 175, relatifs à la variation des fonctions S 
dans le cas où -, est positif et où la variable c est réelle, deviennent 
intuitifs lorsqu'on se reporte aux formules de décomposition en fac- 
teurs (XXXIIt^j). Observons d'abord que, dans les quatre seconds 
membres, les produits infinis que l'on voit figurer sont formés de fac- 
teurs toujours positifs qui tous varient dans le même sens que 
— cos2»'« pour 2r,, 2ri,que + cos 2CTtpour3j, Sj; le sens de la varia- 
tion du produit infini est le même que celui de ses facteurs. Le sens 
delà variation de Safi') et de5t((') est ainsi évident. Quant àS, (l'j 
et à S, ( 1'), en tenant compte des facteurs sine et cos ç, on voit que 
la première fonction augmente de o à Si (^) = &s (o), que la seconde 
diminue de Ss(o) à o, quand i' augmente de o à ^; les formules 
(XXXIV3) permettent ensuite de reconnaître le sens de la variation 
quand y augmente de -5 à i . 

Des considérations analogues s'appliquent aux fonctions 

■:^,(i^), S,(tV), S3(/<'), '^A.'"), 

décomposées en facteurs oti figurent shc, che au lieu de sin c, cosi'. 

On reconnaît directement sur les expressions de Si(/f), 3a(iV) que 
ces fonctions, toujours positives, varient dans le même sens que c; 
puis, directement encore sur l'expression de &i(i'c), que cette fonction 
décroit quand v croît de o à — ,; quand c croît de —.à -.1 ât(ic) con- 
tinue de décroître, comme le montre la relation entre â(((c) et 
^4 (x — iV). Enfin la formule de passage de la fonction Sj à la foaction 
3) montre que la fonction -r &,(((') croit quand c augmente de à — ;• 
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FONCTIONS ELUPriQDES 



LETTRE DE CH. HERMITE A M. JULES TANNERY. 



1. La lettre de Charles Ilermice, que l'on va lire, rlemaiide quelques ob- 
servations préliminaires. 

Nous avons dit (n" 198) que les formules (XLVli,s,3) qui expriment au 
moyen de o(t:), i|'('^)i X(''^) '^* fonetions f(T), 4'(t), x(''')' *û l'on suppose 



hdi 



cc-hbz- 



signant par < 
, étaient dues à Herii 
en \%S%. La démonstration qu'oi 
qu'il aura publiée. 

Cette démonstration, dans le i 
{XXj, cas i"), repose sur la foi'm 






liés par la relation 
L données sans démonstration 
dans cette lettre est la seule 



qui est une conséquence i 
(XLVIIO, (XXVIllO- Cei 
quand on y remplace ■z p 



imédiate des formules (XXXVIj), (XXXVIUî), 
2 formule a lieu quel que soit -:, donc aussi 
■ T. En supposant b = ab', ac = c', on a d'ail- 



a-i-b'9.'/ 

et, puisque ad — b' c' est égal a i, on voit que les fonctions ^(o\'ît) sont 
liées aus. fonctions â(o|aT) par les formules de transformation linéaire, 
comme les fonctions &(o|t) aux fonctions S(o1t:). Le calcul se fait très 
facilement au moyen des formules XLII. Pour les fonctions â{o|T), â(o| t) 
on est, par hypothèse, dans le cas i» du Tableau (XXj); pour les fonctions 
S(oliT),3(o|2T) on est dans le cas i" ou dans le cas 3" de ce même Ta- 
bleau, suivant que b' est pair ou impair ; mais, dans les deux cas, v est égal 
à 3, m"' est égal à d; c'est toujours la formule (XLII4) qui s'applique et 
l'on a, en outre, à utiliser la seconde formule (XLIIo) et la troisième for- 
mule (XLlli). En désignant par e,, s™ les quantités analogues à s, e"', mais 
relatives aux entiers a, b', c', d, on obtient ainsi, en supposant a> o, 
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a d'ailleurs, par ucic proposition d'arithmétique bien comme, 



œ^(ï)^^œ' 



^[T) = -K^) 






De la relation ad—bc = i, el de l'hypothèse que 6 et c sont pairs, il i-é- 
sukc que les nombres a et d sont tous deux congrus à i ou à — i (mod. 4), 
et que, par suite, a -h d est le double d'un nombre impair; le nombre 

c( h i) est donc divisible par 4, et l'on peut écrire finalement 

^(l)=^(T).- '■ . 

C'est la foniiule que Cb, Hermiie établit dans sa lettre et d'ovi il déduit 






,. Mais 



i qu'il procède. 



2, C'est à lui eneore qu'on doit les forniuJes générales de transforma 
lion des fonctions 3; il les a données en s858 dans le Journal de Liou 
ville. Par une analyse très simple et très profonde, il a fait dépendre 1 

li figure dans ces formules, et dont le signe est si difficile 

de l'expression ( ') 






En transformant la somme S au moyen des résultats dus à Gauss et en 
profitant des simplifications apportées à ces résultats par Lehesgue, dans 
différents Mémoires du Journal de Liouville, il a obtenu des formules 
équivalentes aux formules (XLII), que nous avons établies sous la forme 
donnée par M. H. Weber (Ellipt. Funct.), en parlant des propriétés de 
h(T) que l'on doit à M. Dedekind. Si nous n'avons pas adopté la démons- 
tration d'Hermite, c'est qu'elle appartient à on ordre d'idées tout autre 
que celui où nous avons voulu nous placer, mais nous croyons devoir re- 
produire ici cette démonstration, d'une part à cause de sa beauté, d'autre 
part pour permettre au lecteur de mieux, pénétrer la signification de la 
lettre de Ch. Hermite. 

En appliquant la méthode qu'on lui doit {n""lté, 274, 381) pour trouver 
les fonctions (transcendantes) entières les plus générales qui soient dou- 
blement périodiques de troisième espèce avec des multiplicateurs donnés. 



(') Summalio 

t. Il, p. 9. 
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on voit immédia lement que la fonction (iranscendaiile) eniièi-e la plus gé- 
nérale qui vcrilie les équations fonctionnelles 

(1) /(„+,)=(-.)"/(>), /(. + T)-(-0?«-"»""/(»l, 

OÙ a, |3 sont des nombres entiers donnés, est la fonction 

l'indice n placé sous le signe S indique ici, comme dans la suite, que n 
doil parcourir la suite de toutes les valeurs entières, négatives, nulle et 
positives. La notation 6a,g(c), employée par Hermile, a déjà été signalée 
dans la Note du n° 160, où l'on a expliqué comment elle se relie aux no- 
tations de Jacobi, que nous avons adoptées. 

En désignant par a', P' deux nouveaux nombres entiers, en remplaçant 
dans l'égalité {'2), f parcH-i(a'T -t- P')et en remettant ensuite, à la place de 
Sj [<> H- .i-(a -\-a')z + i(p -H P')], son expression au moyen de ea+a'.p+p'Cf )) 
qui résulte de cette même égalité (a), on trouve immédiatement 

Cette formule, sauf quelques différences insignifiantes dans les notations, 
a été donnée sans explications dans la Note que nous venons de rappeler, 
ainsi que les deux relations, évidentes sur la délinilion mfmc de la fonc- 
tion fln,3(c), 

(4) 0„+5,p(<') = (- 0P9«,p(''). VMf") = ^«.Pf"*- 

Quand nous aurons besoin de mettre en évidence la façon dont la fonction 

ea,p(p) dépend de i, nous l'écrirons ^«.^{«'li^)' 

Il résulte clairement du n" 178 que, si l'on désigne par a, b, c, d quatre 
nombres entiers liés par la relation ad — èc = i et si l'on pose avec Her- 

(i) n(«) = e».'<"M8.,|,[(o + (.,). hl, 

la fonclion n(:') ne diffère que par ^>a facteur constant de la fonction 
9a„g, (c — — ~\, en désignant par «i, ^t des nombres entiers 
blement cboisis. Ce premier résultat, que nous avons déduit de la théorie 
de la transformation linéaire des fonctions c", ressort d'ailleurs aussi très 
facilement, ainsi que l'expression des entiers aj, pj, au moyen de a, b, c, 
d, a, 3, du théorème de Ch . Hermite sur la résolution des équations fonc- 
tionnelles (i). En effet, la formule (3) permet de calculer ce que devient 
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le second membre de i'équalion (5) quand on y augmente c de i ou de 

T = T-. puisque alors la quantité (a ■+■ bi:)i> s'augmente de n-l- ii: 

ou de c-t-rf-c; on trouve ainsi, après des réductions faciles, en tenant 
compie des formules (4) et de la relation ad^bc = i, 

(6) n(<- + i) = (-L)«.n(<^), n(i' + T) = (-i)P.e-«(=->-T>n(.), 

a, = «ï M- &P -i- «6, p, = ca 'h rf[i + cd. 

Les équations fonctionnelles qui vérifient ainsi la fonction (transcen- 
dante) entière U(v) ne différent des équations (i) que par le changement 
de «, §, t: en «i, §i, t; celle fonction ne peut donc différer de fta„p,(''l''') 
que par un facteur S, indépendant de v, et qu'il reste à déterminer. En 



ou, en remontant à la définition des fonctions 0, 

OÙ l'on a posé, pour abréger, 

Observons, en passant, que, à la propriété de n(p)de se reproduire, mul- 
tipliée par (—1)^1, quand on y remplace v par v-^-i, correspond la pro- 
priété, bien facile à vérifier, de la fonction <f(y, n), qu'exprime l'égalité 

Il sera commode, pour ce qui va suivre, démultiplier les deux membres 
de (7) par e-*'"'"', de manière à faire disparaître iuva, dans l'exposant 
de chaque terme du second membre et à pouvoir profiler tout à l'heure 

de ce que l'intégrale / e^'''^"''dv est nulle ou égale à i, suivant que n est 

différent de ou égal à o. L'égalité (7) est alors remplacée par la suivante 

(S, 2 ,»♦.,.) _ G 2 (- 0"?. .">"!..'•-'■■.■«-, 

où la fonction 

jouii évidemment de la propriété 

t(« + i,n)-i(>," + l>) = »<i», 
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OU, plus généralement, de !a propriété 

en désignant par p un entier quelconque, en sorte que Von a 
(g) e/7t^-(^+p,n) = e(ît4'(^,n+*pl. 

Nous supposerons maintenant que b soit entier positif; cela ne res- 
treindra pas la généralité de la solution, puisque r- ne change pas 

quand on y change les signes de tous les nombres a, b, c, d. En intégrant 
entre o et i les deux membres de l'équation (8) et tenant compte d'une 
remarque antérieure, on trouve 



rfi^. 



Le terme e'«'}'(i',") de la série qui figure sous le signe d'intégration, n'est 
pas modifié si l'on augmente e de r, pourvu que l'on diminue n de i-b, ainsi 
qu'il résulte évidemment de l'égalité (9) ; dès lors, si l'on réunit ensemble, 
dans la série ^^e''"t'"'"\ les termes pour lesquels les valeurs de n sont 



igrues, suivant le module b, de manière à 


éorireceue. 


2 e'^-i^,"*) + 2 e'"'V<"."*+" + . . 


.-1- Ve'^'H- 


■6t clair qu'on pourra tout aussi bien l'éc 


rire 


2«"*— 2-*- -■ 


■■*|*"*' 


observant eiifm que l'on a 




j e"t^I<-^",p) clv= f 


e/iu^Kp! ch. 


voit ,.= l'égaliié (,») pourra .'écrire „ 


3US la forme 


6,5™! = 2/" 


îît^(.,p) rf„. 



Quant aus b intégrales qui figurent dans le second membre, en se rappe- 
lant que '^(v, p) est un trinôme du second degré en c, elles se calculent 
au moyen de la formule 



i/=Tp 
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dans laquelle la variable d'iniégraiion est réelle ei qui esi valable pourvu 
que le coefficient de i dans p soit positif, condition qui se trouve vérifiée 
pour o(c,p) puisque le coefficient de c' est aô-t-i'-ï. Dans le second 
membre, la partie réelle de ^ — ip est supposée positive ('). On trouve 



i: 



-'j.('- 



( I) Celte formule est duG à Cauclij [Œuvres, 2' s., t. VII, p. ''80). Cauclij avait 
déjà aperçu, pour un cas particulier, le rôle qu'elle peut jouer dans la théorie 
qui nous occupe, rble que Ch. Hermite a mis en pleine lumière dans le cas gé- 
néral. L'Analyse de Cauchy à peine modifiée peut être résumée comme il suit ; 

Désignons par a, n deui nombres quelconques, dont toutefois le premier a son 
argument trigonomé trique compris entre — ~ t\. + j, et considérons l'intégrale 
recti ligne 






a varialile d'intégralio 


a X suit l'ïx 


e des quantités 


réelles, du p( 


lint x,, 


vert 


'. au pointée, vers +. 


c. En posant i 


: = A1C4-B, on 


remplace cet 


te mté^ 


Traie 


iligne par une autre , 


ntégrale rccLil 


igne 









- / E-''-CU, 



dans laquelle la variable d'intégration ( décrit la droite qui va de t„^= ax„ h- 
([ = t.Xi+ B. La fonction e~" étant holomorpbe dans tout le plan, il sera 
dcmment démontré que l'intégrale précédente diffère très peu des intégrales 



1 e-"rf«, / e-<'dl = 

J'y.,,. £■.-..,„ 



si>nt 1res petites. Il suffira de considérer la seconde. 

Lorsque la variable t = ne'ï décrit le segment de droite qui va de x, â 
^i ^ Aa:, + B, son argument ç, d'abord nul, augmente en valeur absolue, jusqu'à 
ce que t soit en (,. D'ailleurs, comme a:i est infiniment grand positif, l'argument 
de ï| diffère infiniment peu de celui de Aa^, ou de a ; l'argument de ( reste donc 
inférieur, en valeur absolue, à un nombre lu < -^ ; on a donc, sur la droite qui va 
de w, à t., ' 

le-^Ke-'.î^ï» (C0S.01>0), 

en désignant par R, le niininium de B. L'intégrale est donc moindre que ie pro- 
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fiù l'oLi siippose 



v'— ib {a-^b'.) 
iiippose la partie réelle du radical positi 



3- La somme S s'évalue au moyen des sommes de Gauss ('). Nous don- 
nons, dans ce qui suit, toutes les indications relatives à 
eessaires pour retrouver les formules définitives d'Hermi 

On appelle somme de Gauss une expression de la foi'f 



,(.,6) = 2"'' 



OÙ a el 6 sont Ueu\ entiers (positifs ou négatifs) premiers entre eux, et 
où ;', l'indice de sommation, doit prendre \b\ valeurs enticres incongrues 
suivant le module b, que nous désignerons par r,,, /■!,..., rb-i, par esemple 
les valeurs o, i, a, ..., \b\ — i. Il est clair que la valeur de la somme ne 
dépend pas du système choisi pour les nombres rt,. ''i, ■ ■ ., rs-i. 



t de e-"îi;i>»2'" par \s longueui- du cliemin d'intégration i^ui est évidemment du 
me ordre de grandeur que u,; or le produit r,,e'"îi^i>ssui tendant veis zéro 
mil n, augmente indéCnimenl, la proposition est démontrée et l'on a 



-r 



Supposer que l'argument de A est compris entre — y et H- ^^ > c'est supposer 
que la partie réelle de a' est positive. On remarquera enfin que a est celle des 
racines de a' dont la partie réelle est positive. 

Le résultat annoncé est complètement justifié dans le cas particulier considéré; 
l'extension au cas général est immédiate. 

(') Sammatio guaiumdam serierum singulariiim I^Werke, t. H, p. ii). 
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Les propriétés suivantes de la fonction fp(«, b) apparaisaunt iinmédiate- 
meut (') sur la définition. 

Quand on change de signe l'un ou l'autre des nombres tt, b, la quantité 
ç(«, b) est remplacée pai' la quantité conjuguée. On ne change pas <f(a,l/) 
en remplaçant a par un entier a' congru à a suivant le module b. 

Etant donnés les deux entiers a, a', premiers à b, s'il existe un entier m 
tel que l'on ait 

a' s= m^a (mod, h), 

car m étant forcément premier à b, l'ensemble des restes, pris suivant le 
module b, des nombres mr est le même que l'ensemble des restes des 
nombres /■. En particulier, si l'on a 

n = m= (mod. 6), 

'^(a,b)^(b,a)^<f{,,ab). 
Le produit 9(«, b)9{b, a) est, en effet, égal à 

Z^ ab Zà ah 

où /■ doit prendre \b\ valeurs incongrues suivant le module è, tandis que 
r" prend séparément \a\ valeurs incongrues suivant le module a\ dans ces 
conditions, ar-h hr' doit prendre \ab\ valeurs incongrues suivant le mo- 
dule ab\ le produit f(afb)'f(b,a) est donc égal à f{i,ab). 
On a aussi 

en désignant par /d la valeur positive de la racine si a est positif, et en 
supposant ^a — — i 1/— a\ si a est négatif. Il suffît d'établir cette pro- 
position quand a est positif; la seconde partie résulte, en effet, de la pre- 
mière, en changeant « en — «, et se rappelant que (p(i, a) est alors rem- 
placée par la quantité conjuguée (s). Kronecker a montré (*) que l'on 



{') Voir Dedekind, Vorlesungeii Uber Zahlentheoiie 
4- éd., p. 393. 

(-) Cette piMiposition résume divers cas énumérés par 
cité et qu'il a traités d'une façon purement algébrique. 

(^} MonaUbericlite der Berliner Àkadeinie, 1S80. 
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obtient rapidement la formule relai 



fi. 



prise le long d'un contour qu'on va dëfinir, est égale à -iln multiplié par 
la somme des résidus de la fonction sous le signe / relatifs aus pôles i, 
3, .... ■ situés à l'intérieuv du contour. Celui-ci est un rectangle sy- 
métrique par rapport à l'axe des quantités réelles, dont un c6té, situé sur 
l'axe des quantités purement imaginaires, va du point — /, très éloigné 
vers le bas, au pointai situé très haut; le côté parallèle à celui-là passe 
par le point - ; pour éviter le pôle o, on décrit de ce point comme centre, 
à l'intérieur du rectangle, un demi-cercle de rayon très petit, et l'on sup- 
prime du rectangle l'intérieur de ce demi-cercle; si a est pair, — est on 
pôle que l'on évite de la même fagon ; les demi-cercles ainsi décrits entrent 
naturellement dans le contour. Il est aisé de voir que ia partie de l'inté- 
grale qui correspond aux cftlés parallèles à l'axe des quantités réelles est 
négligeable, quand \y-^ \ est très grand. On parvient aisément, quand a, est 
impair, à la formule 



,r.-. 



et la métliode même permet d'affirmer que l'intégrale reciiligne qui figure 
dans le second membre a un sens. En muliipHant par 2, remarquant que 

danï la somme Se", étendue aus valeurs r — \^i, ,.., <t — f , les termes 
à égale distance des extrêmes sont égaux, changeant enfin y tn x \fâ,, il 

La valeur de l'intégrale définie qui figure dans le premier membre de 
cette formule est \{\ — (>; elle se déduit immédiatement de celle de l'in- 
tégrale / e-'* dl qui est, comme on sait, égale à -j /ti; elle résulte d'ail- 
leurs aussi de la formule même, pour a = 3. On trouve finalement 



y Google 



C'est le résultat annoncé; il subsiste pour a pair, comme on le voit sans 
peine en reprenant les calculs, après avoir modifié, comme on l'a expliqué, 
le chemin d'intégration. Le fait que fp(E, a) est nu!, quand a est congru 
à a(mod. 4) et n'est pas nul quand a n'est pas congru à 2(mod. 4), se re- 
posons maintenant, eu supposant que b ne soit pas congru à a (mod.i]), 
,(o,6) = (o,i)o(.,S), 

et cherchons à déterminer la valeur de (<t, b) qui n'a de sens que sous !a 
condition précédente. 

Oa observera d'abord que, en vertu de cette définition, (i, b) = i, que, 
en vertu des propriétés de 'a{a,b), on a («, i) = (a', i) quand « et a' 
seul congrus mod. b; enfin qu'on peut, sans changer la valeur de (a, 6), 
supprimer de a tout facteur carré parfait qui s'y trouverait. 

En supposant qu'aucun des deux nombres a, b ne soit congru à i(inod. 4), 
l'égalité f(a,b)'s{b,a} — f{i,ab) et l'expression d; iç([,«) fournissent 
de suite la relation 



(13) {a,h)(b,- 






;al à I si l'un des nombres a, b est positif et à — i ; 
I, négatifs. Celle égalité se réduit à 

(a, 6) ((.,«) = .,,, 

)nibre3 a, b est de la forme 4" H- i , et à 

ia,b)(b,a)^.~,,,^ 

s les deux de la forme 4" — i, donc eulin à la forr 



(<.,S)((.,o) = (-0 1 .,,,, 

si l'on sait seutemeat qu'ils sont tous les deux impairs. 

Supposons qu'on veuille calculer (a, b) dans le cas où b est impair. On 
peut toujours supposer a impair et moindre que b en valeur absolue, car 
il existe toujours un nombre impair a' congru à a(mod. b) et moindre 
que b en valeur absolue, c'est le reste positif de la division de a par b si 
ce reste est impair, et, dans le cas contraire, ce reste diminué de b; on 

Supposons donc a. impair et ] <ï | < \b\; l'égalité précédente ramène le 
calcul de ia,b) à celui de (ô, a), et le calcul de (6, a) se ramène ensuite, 
comme on vient de l'expliquer, au calcul d'un symbole (6', a), où b' est 
impair et où |6'| < |a]. En continuant de la même façon, on voit que le 
calcul de {a, 6), se ramène au calcul d'un symbole de la forme(±i,a). 
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où a est impair, positif ou négatif, et que l'on a 

D'ailleurs (i,n) = i, el l'on a 






en prenant le signe supérieur ou inférieur suivant que a est positif ou né- 
gatif, comme on le voit en recourant à la valeur de tp(i, a), et en se rap- 
pelant que o(— 1, a) n'est autre chose que la quantité conjuguée de^(i,a); 
(X étant impair on Toit que (a, b) est égal à ± i. 

Les calculs que l'on ■vient d'indiquer sont très analogues à ceux du n^SâO; 
en se reportant à ce que l'on a dit alors, le lecteur verra de suite que l'on a 



■'-© 



toutes les fois que ce dernier symbole est défini, c'est-à-dire lorsque 6 est 
impair et que les deus nombres a, b ne sont pas tous deux négatifs. Nous 
avons, en effet, établi relativement au symbole (a, 6) toutes les propriétés 
relatives au symbole de Legendre-Jacobi, sauf la propriété {a,b) = (a, — b); 
or celle-ci résulte de ce que {a, b) est réel et de ce que ". '.. se change 
en la quantité conjuguée, c'est-à-dire ne change pas, quand on change b 
en —b. 

Supposons maintenant a impair et b divisible pur ^. La formule (12) 
donne alors Tune ou l'autre des deux relations 

(a,b)(b,a)^^,,,, {a,b)(b.a)^-U..i„ 

dont la première est valable si a est de la forme i« + 1, la seconde si a 
est de la forme lin — 1. Le symbole (&, «) se calculera comme on vient de 
l'expliquer; a étant impair, il est égal à ± i, en sorte que l'on a finale- 

(«,6) = Sa,È(&,«) ou («, è)=-,VU*.«) 

suivant que a est de la forme 4 " -t- 1 ou 4 n — i . 

En résumé, on sait calculer <f(a, b) toutes les fois que b est impair ou 
divisible par 4 et sa valeur est ± i ou ± î\ quand b est le double d'un 
nombre impair, f(a, b) est nul. 

Nous avons à appliquer ces résultats au calcul de la somme 

?=« 

où b est un entier positif. 

Supposons d'abord que b soit paii-. On reconnaît de suite que l'élément 
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de la somme ne change pas quand on remplace p pav un nombre qui lui 
soit congru (mod. è) et qui, par suite, est de la même parité; d'ailleurs, 
quand p prend les valeurs o, i, 2, . . . , fi ^ i , p — '- è prend un système 

mgrues (mod. 6), et, puisque la somme \ e * ne dé- 
pend pas du système de h valeurs incongrues que parcourt /•, on voit de 
suite que l'on a 



On n'a alors, en supposant b = a''&i, 6, iuipair, qu'à appliquer les règles 
précédantes et, en outre, quand h est pair, la formule bien connue dans 
les éléments de la tliéorie des nombres 

pour trouver les résultats suivants, dont le lecteur constatera sans peine 
l'identité avec ceus que Cli. Hermite a donnés dans son Mémoire i.:\. qui se- 
ront rappelés dans sa Leltrc. 
Si h est impair, on a 

S = /5,-T (-) „,/î (=5) ,?>".-', .,„_,(„„„, ,„-, 

S = /Ï^T (r-i^) , si „ „ _ , („„d. i). 

Si h est pair, on a 

s = /6^T'"'^" (^\ , si „ ^_ ,(n,od. h). 



11 reste enfin à évaluer la somme S quand b est impair. Ayaiu dét 
les entiers m et n, tels que l'on ait a = inb — 8 n, et remplaçant a par cette 
valeur dans l'expression de S, on trouve sans peine 

p = o 

puisque n est premier au nombre imitair b. On n'a plus qu'à remplacer 
(p(jt, h) par sa valeur. 
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LETTRE DE CHARLES HERMITE. 



S'-Jean-de-Luz, villa Oel-Aii-, •>.(, septera 
Mon clier ami, 

Je viens dégager ma parole et m'actiniuer bien lardiv 
il me faut l'avouer, de ma promesse de vous démontrer les for- 
mules concernant les quanlilés f ( j- j données dans mon an- 
cien article Sur l'équation du cinquième degré. 

Le bon air de la mer m'a aidé à surmonter la torpeur qui 
faisait obstacle à mon travail; j'en profile pour échapper aux re- 
mords de ma conscience, et, en pensant que vous aveu sous les 
yeux cet article, j'aborde comme il suit la question. 

Mon point de départ se trouve dans les formules de la page a et 
de la page 3, qui donnent les expressions de \/k et de i/k' comme 
fonctions uniformes de q, ou plutôt de t, en posant t = ~^, et, 
parmi ces formules d'une extrême importance dont la découverte 
est due àjabobi, j'envisagerai pour mon objet la suivante, à savoir: 

^'- ,_,,ç. + .,çs^... S(-,)"gî"=' *■'* '''- '' '■■■■>■ 

J'y introduirai tout d'abord la quantité x, en me servant, au lieu 
des fonctions 6, H, . . , , de la série 

[voir mon article Sur quelques formules relatives à la trans- 
jormaiiondes fonctions elliptiques {Journ. deLiouville, i858)], 

J'ai pose, comme vous savez, 
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i donc 



Dans cette égalité, a, b, c, d désignent des entiers assujettis à la 
condition ad — ic = i ; je fais la supposition qu'ils appartiennent 
au premier cas (p. 4) {')' '"^ ^ et c sont pairs, fl et rf impairs, et 
je ferai 






et, comme nous conservons la condition ad — Ij'c' ^^^ i , la ques- 
tion se trouve ramenée à celle qui concerne la transformation de 
ia fonction 9a, p('')- Dans l'article cité tout à l'heure, j'ai obtenu 
les résultats suivants, dont je vais faire usage. 

Soit en général, pour des valeurs quelconques de a, b, c, d, 

B = e" ''^"""'■^""'^ '■'"'^'"^'"'"""^"""'^"^'""'"■ 
puis, en supposant b positif, 



le signe de la racine carrée étant pris de manière que sa 
réelle soil positive. Nous avons l'égalité 

et nous eu concluons, pourc:=o, 



vp(»h).G..„,,(oij±i:). 
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La condition de b positif peut loujotirs s'obtenir en changeant, 
comme il est permis, le signe des quatre entiers n, b, c, d. Cela 
étant, la somme S s'exprime comme il suit, au iTioven du sym- 
bole (^\ de la théorie des résidus quadratiques. 

Supposons (en premier lieu) que b soit pair. Je ferai b ^i'' b\, 
ira, suivant que l'exposant h est pair ou 



&, étant ira 


ipi 


lii-. 


, et 1'. 


impair ('). 












S 


= i/5, 



En second lieu, supposons b impair; alors on pourra dûlci'i 
leux nombres entiers m et n par l'équitlion 



Lranl dans to 
s aux quanti 



Je vais faire, en entrant dans tous les détails du calcul, l'appli- 
cation de CCS formules aux quantités 



Je suppôt 



Ce sera donc le premier des six cas qu'il faudra considérer; nous 
verrons bientôt que ions les autres s'en déduisent immédiatement. 
Soient d'abord a = o, ^ =; i. Des deux nombres 

y.i^b -i ah, 
pi= rf-i-crf, 

le premier est pair, et même multiple de 4, le second est impair. 
Ayant donc en général 

C) Le Miimoirc du Jownal de Liouville cotilicnt ici une fiiute d'impression 
les mois pair et impair ont été transposés. 
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1 eonclnons l'éfralilé 



V,o|„^o.,(„j^). 

.T'ajoul,e qu'on peut metlre sous une Tonne plus simple la qtian- 



qui entre dans la valeur du facteur 



Des hypothèses faites sur les entiers a, b, c, d résulte, en cfiet, la 
congruence 



bd-^%abd'-rab"-c~—bd 



a qui permet d'ccrii 



Si nous passons ensuite a la quantité b|i,i I o — ^-r^ — )' ou o^^- 



ei d ^^ ic remplacent b et c. 



et d ne changeant pas, on a 
= b'-\-ab', 



le premier de ces deux nombres est encore pair et le second im- 
pair, mais a', n'est pas nécessairement divisible par 4, et, par con- 
séquent, on a l'égalité 

où S' représente ce que devient, dans ce second cas, le facteur S. 
Désignons aussi par S' et S' les nouvelles valeurs de S et de S ; 
on aura 

E' = - 
c'esl-à-dire 



et nous en concUu 



</- 


ib'ia 
S 


+ 6V.X) 


^- 


l-i/> 


a^br) 


1. 


= </i 


S' S' 
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Je m'arrêterai à cette formule, et je remarquerai en premier Heu 
que, en passant de S à S', le nombre h est remplacé par -■ Il en 
résulte que, ajant posé 6= a''^',, l'exposant h varie de l'une à 
l'autre d'une unité. [Je supposerai d'abord A > i .] Cela étant, la 
comparaison des valeurs de S et de S' nous donne l'égalité 



Ceci posé, écrivons !e facteur (—1) " sous In fort 
;t employons l'expression de S', à savoir 



Or on vérifie facilement la congruence suivante 

faisant, en elfet, passer tous les termes dans un même membre e 
divisant par 6, qui est pair, elle peut s'écrire 

2([ — a<f) + 3(a ~ d) — abc — (mod, 8), 
puis, d'après la condition ad — hc= i. 

^■^l)C^^(a — d) — a{ad — \) -_ o (iuoi.1, %); 
mais b et c étant pairs et a impair, on a 

■'.bc^.a. a^-, (mod. 8); 
elle deviendra donc simplement 

i(c-d)=^o (mod. 8), 

ce qui a lieu, eu effet, a et t^ étant impairs. Nous avons, en consi: 
quence, 
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■■*w 



Nous obtenons^ eDsuîLc, an moyen de l'espression i|iii a éLé nolrf 
[loinl de départ, 

la relation fondanientatc 



(') 






[Lorsque l'exposant h est égal à i , fc, est égal à b' et le calcui 
de S' n'est plus le même; cependant la même relation subsiste 
toujours; on a, en effet, comme lorsque h était pins grand que i, 
l'égalilc 



et, ù cause de la congruence (Â),qui peut se mettre sous la form<: 
on peut encore écrire, en remplaçant b par o.b', 

mais ici, pour ca!cnl<^r S', on doit commencer par déteiminer Icft 
entiers m et n, tels que Ton ail 

et l'on a. alors 

5-./J'(î)/?"'""""", 

En tenant compte enfin des relations 
on en conclut 
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AOO FONCTIONS KLLIPTIQL'KS. 

en réduLsanl. on Iromo 

M ^ ^^1 a — d -^v.)//' — ■im — i< — ^a^l/'^ -h 0'^:, 

à cause de la reialion ad — bc ^ ; , où h ni c sont paii-s, on voil 
que les nombres impairs a ni d sont congrus {mo(!. 4)i en sortu 
que l'on a 

lv(a — d-r:=-.a {mod.iO); 

les congriiences 

?.b' =.f., a'-^m^b'i, in^/i''' ~ m^ (inotî. if>) 

sont cvicicnLos, et il en résulte que l'on a 

M = 2 -am- 'im^-i-b"-; 

or celle dernière expression est congrue (mod. i6) à 

a'- — xab' — I ^ in'^b'- — imb"^— i, 

puisque la différenoc 

{.,.-■^m-■^m^-^\.b•■^)^-■{m^-b•^-■xmb•■^-^) 

.,,«(i-_,)._(Z,'.^3)(,„ï_i) 

et que m et b' sont impairs. La relation fondamentale (I) est donc 
établie quels que soient les nombres pairs h et c] 

On en lire les deux systèmes de formules concernant les fonc- 
tions f (t;) et iJi(t;) pour l.ons les cas que présentent les entiers 
a, b, c, d, pris selon le module a. Ces cas sont indiqués dans le 
Tableau suivant, que j'ai donné dans mon article Su/' l'Equa- 
tion du cinquième degré (') : 



(1) Voir la Note i tk la page 03 du Tome II. Les css II et V de Her 
i-espondcnl nti\ cas qup 110115 iivoiia désignés par ri" et s'. 
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lllRMlTIi A SI. JUl 





a 


b 


--- 


— 


I 


11 

il! 

IV 





— 





° 



V 


■ 


-- 


— 


— 


VI 


<- 



Kn premier lien, je cliange, dans l'équation (i). t en — ~ eLa, 
b, c, d en h, — a. d, ^ c; on trouve ainsi {' ) 

<"> +(^)=''''>'''""""°- 

Dans la même équation, je remplace ensuite -r par -: — i , a et c 
par a |- /i et r + </; il vient 

Passant à l'équation (II), je change -c en x 4- i , fl et c en a^ b et 
c — d, ce qui donne 

Je continue en remplaçant, dans (V), ■; par — - et a, b, c, d 
par h, — a, </, — c, et j'obtiens 



(I) Enl 



iiiple dos (ormulcs (SLV), 
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Pour avoir le syslème complet des formules chercliées, il ne 
me reste pins qu'à clianger dans cette érpiation t en t — i , « et c 
en n H - b e[ c -h d; on a ainsi 



'"" nîîï)-ïS)- 



mplovant 



r?ll 



Voici maintenant les résultais réuuis et mis en regard de; 
cas éminiérés dans le Tableau précédent (') : 









'H«^ô^/"'1'( 



.l'ai à y joindre enfin les formules qui concernent la fonction 
«(t). Je remplacerai à cet eiret «, Z», c, rf par — c, — d, a, b; on 



* (a + sj 



et aux divers cas 

(1), (II), (III). (IV,, (V), c 

se substituent ceux-ci 

(II), {I), (VI), (V), (IV), (l] 

1') Ce sont les formules numévotées (XLVI,). 



y Google 




J'observe enfin cjae les deux séries de formules établies, dans le 
cas où i est positif, subsistent dans tous les cas, comme on le voit 
en cbangeant a, b, c, d en — a, — b, — c, — d. 

Avec une recliGcation pour les équations (ITI) et (TV), d'une 
inadvertance qui me sera échappée, ce sont bien les résultais que 
j'ai indiqués et dont je me reprocbe d'avoir tant tardé à vous 
donner la démonstration que vous m'avez demandée. Mais cette 
démonstration, je dois le reconnaître, opère peracto, ne me 
contente point : elle est longue, indirecte surtout; elle repose en 
entier sur le hasard d'une formule de Jacobi, oubliée et comme 
perdue parmi tant de découvertes dues à son génie. Je vous l'en- 
voie, mon cher ami, vateat quantum, en vous informant que je 
serai revenu dans quelques jours, et à votre disposition pour tout 
ce que vous aurez à me demander. Et nous causerons aussi d'autre 
chose que d'Analjse, nous argumenterons, nous nous disputerons. 
De ma proximité de l'Espagne je rapporte des cigarettes d'Espa- 
gnoles; si vous ne veniez pas en fumer avec votre collaborateur 
d'aujourd'hui, votre professeur d'autrefois, c'est que vous avez le 
cœur d'un tigre. 

Ttius et imo et loto corde. 

Ch. HERMITE. 

fin du tomii iv et deiînier. 
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